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1. Fragen, Anregungen?

Aktuelle Fragen?

Achtung Terminanderung:
Blatt 7 wird am 28. Mai ausgegeben und
am 28. Mai findet eine Zentraliibung statt.
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./ - Sei L € X* reguldr bzw. kontextfrei. Dann B_==> o
2. Thema: Pump Lemma = gibt es eine reguldre bzw. kontextfreie = =
“a® Pumping-Lemma-Zahl n € I, “am

Das Pumping Lemma wird in der VL in drei Varianten behandelt: d.h., dass fiir alle z € L mit |z]| > n gilt:
1. Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen
2. Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen
3. Ogden-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
In jedem Fall ist das Lemma eine Aussage iiber die
Abgeschlossenheit der Sprachen gegeniiber gewissen
unendlichen Mengen mit einer gewissen iterativen Struktur.
Allerdings gibt es nichtregulare bzw. nichtkontextfreie Sprachen,
die diese Abgeschlossenheitseigenschaften ebenfalls besitzen.
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Sei L € X* reguldr bzw. kontextfrei. Dann Sy g Sei L € X* reguldr bzw. kontextfrei. Dann - \_ -
gibt es eine reguldre bzw. kontextfreie = = gibt es eine reguldre bzw. kontextfreie = =
Pumping-Lemma-Zahl n € N, L Pumping-Lemma-Zahl n € N, “am
d.h., dass fiir alle = € L mit |2 > n gilt: d.h., dass fiir alle 2 € L mit |z]| = n gilt:

z ist zerleghar in z ist zerlegbar in bzw. | z ist zerleghar

2 = wry, 2 = wry, in » = uvwzry,

so dass: so dass: so dass:
1. |z[ >1 1 |z| > 1 1. jvx| > 1
2. |wx| <n 2. |wx| <n 2. |vwz| <n
und und und
3.¥i>0: wr'yel 3.Vi>0: walyel 3.Vi >0 wilwxly e L
zU THEO zU THEO 2 Thema: Pump Lemma
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Wir definieren eine Kennzeichnung M von Vorkommen von
Buchstaben in einem Wort w als

Markierung von m Vorkommen.
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Pumping-Lemma-Zahl n € I,

Sei L € X* reguldr bzw. kontextfrei. Dann
gibt es eine reguldre bzw. kontextfreie

d.h., dass fiir alle z € L mit |z > n gilt:

z ist zerlegbar in bzw. | z ist zerleghar
2 = wry, in » = uvwzry,
so dass: so dass:
1 |z| > 1 1. jvx| > 1
2. jwz| <n 2. vwz| <n
und und
3.¥Vi=0: watye L 3.Vi = 0: w'wr'yeL
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Ogden-Lemma:

Sei L. C ¥* kontextfrei. Dann
gibt es eine Zahl n € N, so dass
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Ogden-Lemma:

Sei I C ¥* kontextfrei. Dann
gibt es eine Zahl n € N, so dass

fir alle = € L mit |z| > n und

fir alle Markierungen M von m > n Buchstaben in z:

2 ist zerlegbar
in 2 = uvway,
so dass:

L |ox[y > 1
2. [vwx|yr < n
und

3.Vi>0: wwa'ye L
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Ogden-Lemma:

Sei L. C ¥* kontextfrei. Dann
gibt es eine Zahl n € N, so dass

fir alle z € L mit

> n und
fiir alle Markierungen M von m > n Buchstaben in z:

2 ist zerlegbar z Vgl | z ist zerlegbar
in z = wwway, in z = wvway,
so dass: so dass:
1. |vx|py > 1 1. vzl > 1
2. lvwxly <n 2. jvwz| <n
und und
3.Vi>0: w'wa'ye L 3.Vi>0: w'wa'ye L
ZU THEO 2 Thema: Pump Lemma
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Gegeben sei die Sprache L = {a" | n = 2% k € N}. Zeigen Sie,
dass L nicht reguldr ist.
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Pump Lemma fiir reguldre Sprachen:

Sei L € X* reguldr. Dann gibt es eine regulare =
Pump Lemma-Zahl n € N,

d.h., dass fiir alle 2z €« L mit |z| = n gilt:
7 ist zerlegbar in
2 = way,
so dass:
1 |z[ =1
2. |lwz| <n
und
3.¥i>0: wrlyel
zU THEO 31VA1
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Losung

Wir beweisen durch Widerspruch und nehmen an, dass L regular
ist.

Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L. Wir nehmen sofort
auch n > 2 an, was einerseits zul3ssig ist und andererseits die
unten bendtigte Ungleichung 2n < 2" giiltig macht.

Wir betrachten » = a?".
Dann gilt |z| = n und z € L.

ZU THEO 31VA1

(©)Dr. Werner Meixner

I=A




Pump Lemma fiir reguldre Sprachen: .' Z '.
Sei L € X* reguldr. Dann gibt es eine regulare ="
Pump Lemma-Zahl n € N, "
d.h., dass fiir alle 2z €« L mit |z| = n gilt:
7 ist zerlegbar in
2 = wry,
so dass:
1 |z[ =1
2. lwx| <n
und
3.¥i>0: wrlyel
z0 THEO 31VA1
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Losung

Wir beweisen durch Widerspruch und nehmen an, dass L regular
ist.

Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L. Wir nehmen sofort
auch n > 2 an, was einerseits zul3ssig ist und andererseits die
unten bendtigte Ungleichung 2n < 2" giiltig macht.

Wir betrachten » = a?".
Dann gilt |2| > nund 2 € L.
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Nach Pumping-Lemma kdnnen wir =z wie folgt zerlegen. 5g "

Sei 2 = wvw mit |uv| < n und v # ¢,
so dass fiir alle i € N gilt uv'w € L.

Zunichst gilt v = a” mit 1 <7 < n. Es folgt uw = a2"~" und
ww € L, d.h. a?" " = 42" und mithin 2" — r = 2 fiir ein

existierendes k € N.

Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass aus » < n < 2"~ ! die
Ungleichungen 0 < 2"~1 —  und mithin
an=l < 2.9n=1 _p = 2" < 2" folgen.
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Nach Pumping-Lemma kénnen wir = wie folgt zerlegen. =
Sei z = uvw mit |uv| < n und v # €,
so dass fir alle i € N gilt uv'w € L.
Zunichst gilt v = a” mit 1 < r < n. Es folgt uw = a?" =" und

wwe L, dh a2 " = a2® und mithin 2" — = 2 fiir ein
existierendes k € N,

Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass aus r < n < 2" dje
Ungleichungen 0 < 2"~! — - und mithin
on=l < 2.9n=1 _p =927 < 2" folgen.
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32VA 2 = 3.2VA 2 = =
e=5-1 o \ o
g = : Fiir formale Sprachen L gibt es eine Aquivalenz =, iiber L. ", g o :
Diese Aquivalenzrelation hangt bei regularen Sprachen eng mit
dem Begriff der Aquivalenz von Zustanden deterministischer
endlicher Automaten zusammen.
Sei M = (Q,%,6, s, F) eine DFA.
Definition (Aquivalenz von Zustinden p,q € Q)
P=EyMq = YweXt: (S(p,fw) el e S(Q,w) eF).
Es gilt
p=mq = Lu(p)=Lu(qg).
mit der Definition
Lu(p) = {weX*:dpw)ekF}.
gD—[ﬁ\zzrner Meixner E ‘ %JDtﬂVEI(e)mer Meixner e E \
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o
Sei ¥ = {a,b}. Der Automat M sei durch das folgende Diagrarhr_nr_ =

gegeben. Zeigen Sie q3 Z s q4 und 3 =) ¢s.

f (5
a
b
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32VA2
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qo q1

N

a a
b
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o r =]
Lésung "ol e

0(gz.a) = q3 ¢ F, aber 6(qs,a) = g5 € F.

Damit ist die Definition von Aquivalenz nicht erfiillt,
d.h. es gilt g3 Zar 4.

Alle von g3 bzw. gg ausgehenden Uberginge fiihren
wieder nach g3 bzw. gg.

Das heiBt, fiir alle w € X* gilt

(g3, w) = g3 € F und d(gs, w) = g5 ¢ F
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Wir nennen eine Phrasenstrukturgrammatik G = (V, X, P, 5)
nullierbar kontextfrei, wenn alle Regeln aus P die folgende Form
besitzen.

Az mt AeV, T=VUX, ael™.
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Sei (7 eine nullierbar kontextfreie Grammatik.

@ Man zeige fir alle u,v,w € I'* die Zerlegungseigenschaft
—
du' v el

) )
ut ?’LL

u—="u ANv="v" ANu'v =w.

@ Esgilt firalleu,vel™ ae ¥ undne Ny

Uy G—>* a =

dp,geNo: p+rg=niug"d" Nv"at.
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© Man zeige fiir alle w, v, w € T'" die Zerlegungseigenschaft ..\ m
=] =]
uw—w = s g om
Ju v el uz=tu Av=To Au =w.
Losung

Wenn eine Produktion A -+ o zur Anwendung auf uv kommt, dann
ist die Anwendungsstelle entweder in u oder in v (weil knf).
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=] a =]
l\ ]
@ Esgiltfiralle u.v el a € X undn e Ny -
fm!c—>*a" —
dp.qeNo: p+g=nhu_*a’Av_"al.
Lésung

Die Aussage folgt leicht durch Induktion iiber die Lange k der
Ableitung fiir uv —"a’.

Fiir £ = 0 gilt uv = a™. Daraus folgt aber unmittelbar © = a” und
v = a4 fir geeignete p,q € Ng mit p + ¢ = n. Wegen Reflexivitat
gilt dann trivialerweise u =" a” und v =" a’.
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3.4 VA 4 " Definitionen "
Welche Symbole einer durch die folgenden Produktionen Ein Nichtterminal A heiBt
gegebenen G-rammatik sind erzeugend, welche erreichbar, und 1. erreichbar gdw es eine Ableitung S —* @ Aj gibt,
welche niitzlich? ¢
2. erzeugend gdw es eine Ableitung A —"w € X" gibt,
i : gciz’ B — AL|C. 3. niitzlich gdw es eine Ableitung S —" o A5 =" w € ¥* gibt.
¢ — af, D — aB|FS Niitzliche Nichtterminale sind erreichbar und erzeugend.
E — FA, F — Cala. Die Umkehrung gilt nicht notwendigerweise (Beweis?)
gD—[ﬁ\zzrner Meixner s E ‘ %JDtﬂVEI(e)mer Meixner e E \
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Losung: \ m
S — Ala, "
A — BC, B — AF|C,
C — af, D — aB|FS
EF — FA, F — C(Cala.
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