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1. Tipps zu HA Blatt 10

Die folgenden Hinweise und Tipps zu Hausaufgaben sind fiir die
Bearbeitung nicht notwendig, moglicherweise aber hilfreich. Man
sollte zunachst versuchen, die Hausaufgaben ohne Hilfestellung zu
|Gsen.
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g ® Tipps dazu: m°
1.1 Tipps zu HA 10.1
Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie fiir n € N\ {0} mit einer geeigneten Induktion die
Verteilungsfunktion einer I'(A. n)-verteilten ZV.
Bemerkung: Gesucht ist ein integralfreier Ausdruck fiir die
Verteilungsfunktion.
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Tipps dazu: . .\_\' Die Verteilungsfunktion .\_'

Die Verteilung der Summe S,, von n unabhadngigen, mit Parameter
A exponentialverteilten ZV X, Xo., ..., X}, heifit
Erlang-Verteilung.

Sie besitzt fiir > () die angegebene Dichte
AT

Man berechnet die Dichte durch wiederholte Faltung.
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Fo, (x) = /_  fy e

berechnet man durch partielle Integration.
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Tipps dazu: -, Die Verteilungsfunktion -
T
Die Verteilung der Summe S,, von n unabhangigen, mit Parameter Fs, (z) = / flyn(t) dt / S
A exponentialverteilten ZV X, Xo., ..., X}, heifit —00
Erlang-Verteilung. berechnet man durch partielle Integration.
Sie besitzt fiir > () die angegebene Dichte
A" n—1_—Az
s (1) = ———— 2" T
Fsul®) (n—1)!
Man berechnet die Dichte durch wiederholte Faltung.
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Die Verteilungsfunktion n

Fs.(x) = /l fY (t) dt Is

berechnet man durch partielle Integration.

Die Verteilungsfunktion

Fs, (z) = / Fx, (8) dt .

berechnet man durch partielle Integration. Dabei tritt eine Rekursionsformel

Dabei tritt eine Rekursionsformel Fs,(x)=A+Fs, ()

s

Fs,(v)=A+Fs,_ ()

auf.

auf.
Den gesuchten Ausdruck erhalt man dann durch Aufsummieren.

Den gesuchten Ausdruck erhdlt man dann durch Aufsummieren.
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1.1 Tipps zu HA 10.1

1.2 Tipps zu HA 10.2

Aufgabenstellung (verkiirzt):

Seien 17, T5. ..., T, unabhingige, exp(\)-verteilteZufallsvariablen,
die beispielsweise die Lebenszeit eines radioaktiven Atoms
beschreiben. 1}, sei der Zeitpunkt, an dem erstmalig & Atome
zerfallen sind. Dann ist T{;, eine Zufallsvariable mit der Dichte

n

fa® =k () PO 0= Py s

mit F(t) = (1 — e ) Igoy(t) und f(t) = Ae ™ - Iig oo (0).

Z0pwT
(©Dr. Werner Meixner

R
..T\...

(a) Uberpriifen Sie die Behauptung (*) fiir 19y und T35y mit Hilfe
von momenterzeugenden Funktionen.
D.h., bestimmen Sie die momenterzeugende Funktion von 7{;,
mittels der oben angegebenen Dichte und iiberpriifen Sie dann,
dass diese mit der momenterzeugenden Funktion von
Ao+ A+ ...+ Aj_q tbereinstimmt.

(b) Bestimmen Sie E[1{;,] und Var[l{;,] unter Verwendung von

(*)-
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1.2 Tipps zu HA 10.2
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1.2 Tipps zu HA 10.2

Aufgabenstellung (verkiirzt):

Seien 17, T5. ..., T, unabhingige, exp(\)-verteilteZufallsvariablen,
die beispielsweise die Lebenszeit eines radioaktiven Atoms
beschreiben. 1}, sei der Zeitpunkt, an dem erstmalig & Atome
zerfallen sind. Dann ist T{;, eine Zufallsvariable mit der Dichte

n

fa® =k () PO 0= Py s

mit F(t) = (1 — e ) Igoy(t) und f(t) = Ae ™ - Iig oo (0).

Andererseits gilt Ty = Apg+ A+ ...+ A (*

mit unabhangigen ZV A; ~ exp((n —i)A).
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(a) Uberpriifen Sie die Behauptung (*) fiir 19y und T35y mit Hilfe
von momenterzeugenden Funktionen.
D.h., bestimmen Sie die momenterzeugende Funktion von 7{;,
mittels der oben angegebenen Dichte und iiberpriifen Sie dann,
dass diese mit der momenterzeugenden Funktion von
Ao+ A+ ...+ Aj_q tbereinstimmt.

(b) Bestimmen Sie E[1{;,] und Var[l{;,] unter Verwendung von
(*)-
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1.2 Tipps zu HA 10.2

Tipps:

Fir unabhiangige ZV X1, X5 gilt im Allgemeinen keineswegs, dass
die ZV X{.Y mit Y = Xy — X unabhingig sind. Allerdings gilt in
dem speziellen Fall der T(), T(y), ... tatsdchlich, dass T{y), A} mit
Ay = Tiy) =Ty unabhangige ZV sind. Insgesamt ist sogar die
Menge der ZV A; unabhingig.
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1.2 Tipps zu HA 10.2

(a) Hier ein einfaches Beispiel zur Berechnung von
momenterzeugenden Funktionen: Sei X eine mit Parameter A
exponentialverteilte ZV. Dann gilt fiir die momenterzeugende
Funktion Mx(z) und 0 < z < A
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Man beachte, dass die moementerzeugende Funktion einer Sumee L N
von unabhadngigen Zufallsvariablen X; gleich dem Produkt der = g ®
momenterzeugenden Funktionen My, (z) ist. Man kann also leicht

aus den momenterzeugenden Funktionen A s, die Funktion

My, (=) errechnen.
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(a) Hier ein einfaches Beispiel zur Berechnung von
momenterzeugenden Funktionen: Sei X eine mit Parameter A
exponentialverteilte ZV. Dann gilt fiir die momenterzeugende
Funktion Mx(z) und 0 < z < A

A
A—z

ﬂ.fX(z):E[eXZ]:[ fX(zs)-edet:[ Ae Mot dt =
—oo 0]
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1.2 Tipps zu HA 10.2

(b) Nun macht man sich die Darstellung von T{;,) als Summe der
unabhangigen ZV A, zu Nutze, um sich die Berechnung von
Erwartungswert und Varianz zu erleichtern.
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1.2 Tipps zu HA 10.2
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1.3 Tipps zu HA 10.3 m (.

Aufgabenstellung (verkiirzt):
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1.3 Tipps zu HA 10.3 B (.

Aufgabenstellung (verkiirzt):

Die Lebensdauer (in Betriebsstunden gemessen) von (50)
Gliihbirnen sei exp(10~3)-verteilt und unabhingig.

Sei N; die Anzahl an defekten Glihbirnen innerhalb von ¢
Betriebsstunden. Nach Vorlesung ist N; Poisson-verteilt

(fa, (1) = <225 mit A = 10-3¢).

(a) Wie viele Gliihbirnen missen im Mittel tiber einen Zeitraum
von 5500 Betriebsstunden auf Grund eines Defekts
ausgetauscht werden?
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(b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb von 5500 ©
Betriebsstunden mehr als 10 Birnen ausgetauscht werden
miissen?

(i) Bestimmen Sie die gesuchte W’keit von Hand.
(ii) Approximieren Sie die gesuchte W'keit mit der Formel in der
Angabe.
(iii) Approximieren Sie nur zum Vergleich die Poisson-Verteilung
durch eine Bin(1000, p)-Verteilung fiir geeignetes p.
i. Verwenden Sie dann die Chernoff-Ungleichung, um die gesuchte
W’keit zu approximieren.
ii. Verwenden Sie den ZGWS, um die gesuchte W'keit zu
approximieren.
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1.3 Tipps zu HA 10.3

(c) Die Ubungsleitung ist daran interessiert, den spatesten
Zeitpunkt tq (in Betriebsstunden) zu ermitteln, fiir den noch
Pr[N, < 50] = 0.99 gilt.

(i) Ermitteln Sie eine erste grobe Schitzung fiir ¢, indem Sie %
so wihlen dass die erwartete Anzahl an defekten Birnen gerade
50 betragt.

(i) Verwenden Sie nun die Approximation aus (b-ii) unter
Verwendung eines CAS, um diese Frage zu beantworten.
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1.3 Tipps zu HA 10.3
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(Siehe Tafel)
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(a) Es ist nach dem Erwartungswert von N; gefragt.

(b) (i) Berechnen Sie zunichst Pr[Nss00 < 10].
(i) Wahlen Sie p = 0.0055. Uberpriifen Sie die
Anwendbarkeit des ZGWS mittels Erwartungswert und
Varianz der vorgeschlagenen Binomialverteilung.

(c) Fiir welches t ist der Erwartungswert gerade 507

(Siehe Tafel)

ZU DWT 1.3 Tipps zu HA 10.3
m (©)Dr. Werner Meixner

e
2. Thema: Wiederholung HA 8.2 ; /% "D
Aufgabenstellung m

Seien ¢ bzw. © unabhingige ZV mit ® gleichverteilt auf [—m. 7)
bzw. [0, 1]. Dann ist durch

G(®,0):={(x.y) eR?* | zcosd + ysind = e}

eine zufillige Gerade im R? beschrieben, wobei © den Abstand der
Geraden vom Ursprung angibt.
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(b) Fiir ein festes p € [() 7| sei
L,={(cosa,sina) € R? | a € [-p/2,p/2)}.

Bestimmen Sie wiederum die Wahrscheinlichkeit
@
Pr(G(®.©)N L, #0].

(Hinweis beachten)
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(b) Fiir ein festes p [(l “] sei
L, = {(cosa,sina) € R? | a € [-p/2,p/2)}.

Bestimmen Sie wiederum die Wahrscheinlichkeit
Pr[G(2,©) L, #1].

(Hinweis beachten)
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