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B Diskrete Verteilungen, die eng mit Bernoulli-verteilten o -
. Zufallsvariablen zusammenhingen:
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B Diskrete Verteilungen, die eng mit Bernoulli-verteilten ® S B B Diskrete Verteilungen, die eng mit Bernoulli-verteilten " -

n Zufallsvariablen zusammenhzngen: . Zufallsvariablen zusammenhingen: =
o o Geometrische Verteilung Geo(p): fz,(z) =pg L. o o Geometrische Verteilung Geo(p): fz,(2) =pg L.

o Negativ-Binomial-Verteilung NegativBin(x, p):

fz,(2) = C)p g

@ Binomialverteilung Bin(z, p): fx ()= (i)prqz_m-
@ Poisson-Verteilung Po(A): fx,(x) = 67;!/\1».

Dabei gilt fiir die Argumente der Dichtefunktionen entsprechend
z e (N {0}) bzw. z € (N\ {0}) bzw. x € Ny bzw. o & Nj.

Fiir alle iibrigen Argumente aus IR werden die Dichten gleich 0
gesetzt.
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2.1 Welche Verteilungen betrachten wir?
(©Dr. Werner Meixner

Definition:

Sei I, eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable iiber einem
2.2 Das Konzept der Wiederholung bei Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, Pr) mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Fiir alle n € N wird durch die unabhingige n-te Wiederholung der
Auswertung von I, eine Zufallsvariable I, ,, definiert.

o
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Kritik der Definition bzw. ,,Aussage” zur Unabhangigkeit: Kritik der Definition bzw. ,,Aussage* zur Unabhangigkeit:

© Systeme von ,,unabhangigen” Zufallsvariablen setzen einen
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum voraus.

Aber!
Auf (Q, Pr) sind alle I, ; identisch und insbesondere abhingig.

© Systeme von ,,unabhingigen” Zufallsvariablen setzen einen
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum voraus.

Dies kann also nicht! der geforderte gemeii’same
Wahrscheinlichkeitsraum sein.

@ Man kann sogar nachweisen, dass kein!
diskreter gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsraum existiert,
der in sinnvoller Weise alle notwendigen Forderungen erfiillt!
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Was ist zu tun?

Pragmatisches Vorgehen:
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E 2.3 Gemeinsame Herleitung der Verteilungen " g" E P B | g"
B . . . . B
: Wir betrachten die unbegrenzte (oc-fache) Wiederholung eines
2 Experiments mit den Ereignissen eines Wahrscheinlichkeitsraumes (2

(2, Pr) und der Bewertung der Ereignisse durch [,
wie folgt:
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Matrix der negativ binomialverteilten Wahrscheinlichkeiten
Pr[A,.]:

Spaltensumme:
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B Zeilensumme: s g E’ g
o t:
Spaltensumme:
P (2]

Fiir alle k= 1 gilt

o (k1Y o
L ; (E ~ 1)1) ¢ =p.
&
Wenn wir X}, definieren als Anzahl der Einsen im Vektor
(Ipa1,Ip2. ..., I, —1) unter der Bedingung, dass I, . = 1 gilt,
dann ist X3, — 1 binomialverteilt.

z0 DWT z0 DWT 2.3 Gemeinsame Herleitung der Verteilungen
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Zeilensumme:

Aus der Folge Y = I,1,Ip2, ... ,I,-, ... kann man bei
festgehaltener Zeile ¢ auch ¢ geometrisch verteilte Zufallsvariable
X definieren. Dabei sei X; die Anzahl der Schritte ausgehend von
der (j — 1)ten Eins bis zum Auftreten der jten Eins in der Folge Y.
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B ) 5 2.4 Einordnung der Poisson Verteilungen
Aus der Folge Y =1,1,1,2, ... ,I,-, ... kann man bei & &
2) festgehaltener Zeile 7 auch i geometrisch verteilte Zufallsvariable ©

X definieren. Dabei sei X; die Anzahl der Schritte ausgehend von
der (j — 1)ten Eins bis zum Auftreten der jten Eins in der Folge Y.

Dann gilt Z; = Zj»:l X;.

Beachte: Z; ist also eine Summe von geometrisch vérteilten ? 1
Zufallsvariablen X ;, mit der Konsequenz, dass man den

Erwartungswert von Z; als Summe von Erwartungswerten der

geometrisch verteilten Zufallsvariablen X; berechnen kann.

z0 DWT 2.3 Gemeinsame Herleitung der Verteilungen z0 DWT
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Entsprechend konvergieren die Zeileneintrage der Matrizes fiir pj,
mit hoher werdender Spaltennummer gegen den Wert 2.5 Gemeinsamer W'keitsraum bei Wiederholung von

Zufallsvariablen
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1. Schritt

Wir betrachten die einfache Wiederholung (= 2-fache Ausfiihrung)
eines Experiments mit den Ereignissen des

Wahrscheinlichkeitsraumes (€}, Pr} und der Bewertung der
Ereignisse durch I,

wie folgt:

Bei 2-facher Ausfiihrung des Experiments erhalten wir
2 Ergebnisse wy und wo mit Bewertungen I,(wy) uiid I, (wa).

Dann kénnen wir 2 neue Zufallsvariable
Ip,.1 und I, > definieren als Abbildungen © x Q@ — {0,1} mit

fp’l((wl, wg)) = fp(wl) bzw. Ip,g((wl,wg)) = Ip(wg) .

z0 DWT 2.5 Gemeinsamer W 'keitsraum bei Wiederholung von Zufallsvariablen
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2. Schritt

Wir betrachten die ~o-fache Wiederholung eines Experiments mit
den Ereignissen des Wahrscheinlichkeitsraumes (€, Pr) und der
Bewertung der Ereignisse durch [,

wie folgt:

Bei oc-facher Ausfiihrung des Experiments erhalten wir

eine Folge von Ergebnissen wy,wo,... mit Bewertungen
Ip(wl),fp(wg),... . %

Dann kdnnen wir eine unendliche Folge von Zufallsvariablen
L1, 1,9, .. definieren als Abbildungen I,,; : QN — {0, 1} mit

Ipri((w‘l.u)g. . )) = fp(u;i) .

z0 DWT 2.5 Gemeinsamer W'keitsraum bei Wiederholung von Zufallsvariablen
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Die Abbildungen 1,1 und I, 2 stellen die erste bzw. zweite
Wiederholung eines Experiments aus {€), Pr} dar, sind aber nun

ZU DWT
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Die Abbildungen I, ; stellen die i-te Wiederholung eines
Experiments aus (€2, Pr} dar und sind aber nun

Abbildungen iiber dem gemeinsamen Ergebnisraum Q.
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Alle Abbildungen der Folge B Es gibt einen Kolmogorov'schen Wahrscheinlichkeitsraum

W = (N, A, Pry),

Y=0Li1L2 ..., Lin,

sind definiert iiber demselben Raum Y. so dass Y eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen ist.
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Definition der Ereignisalgebra A: Achtung!

@ Es gilt nicht mehr die Diskretheitsbedingung,
dass jede Wahrscheinlichkeit
als Summe von Wahrscheinlichkeiten von
Elementarereignissen ausgedriickt werden kann.

&
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3. Tipps fur HA von Blatt 5

(a) Beachten Sie: Es gilt ¢ < min{a, b} genau dann, wenn

c<a N e<bgilt
Die folgenden Hinweise und Tipps zu Hausaufgaben sind fiir die

Bearbeitung nicht notwendig, moglicherweise aber hilfreich. Man

sollte zunichst versuchen, die Hausaufgaben ohne Kilfestellung zu &
l6sen.
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ad HA 5.2:
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Auf Wiedersehen nach den Pfingstferien!
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