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2. Fragen, Anregungen?

Aktuelle Fragen?
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3. Thema: Herleitungskalkiil des natiirlichen SchlieBens
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3. Thema: Herleitungskalkiil des natiirlichen SchlieBens

Kalkiile des natiirlichen SchlieBens gehen auf Gerhard Gentzen
zuriick.

Diese Kalkiile formalisieren jene SchluBweisen, mit denen man

Beweise in der mathematischen Literatur verstandlich fiihren kann.

Wir werden dies an einem Beispiel eines Beweises studieren, den
wir zunachst in natlirlicher Weise fithren werden, um ihn dann in
direkter Entsprechung im Kalkiil nachzubilden.
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3 Thema: Herleitungskalkiil des natirlichen SchlieBens

3.1 Modus Tollens
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3.1 Modus Tollens

Aufgabe: a

Der ,,Modus Tollens" (Schlussart der ,,Aufhebung ") bezeichnet
eine logische Inferenz der Form

(F— G)N=G) — —F.

Zeigen Sie die Korrektheit des Modus Tollens mit Hilfe des
Herleitungskalkiils des natiirlichen SchlieBens gemaB Vorlesung.
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3.1 Modus Tollens

Aufgabe:

Der ,,Modus Tollens" (Schlussart der ,,Aufhebung") bezeichnet
eine logische Inferenz der Form

F und G sind Formelvariable (Schemavariable), d. h. Platzhalter
fiir aussagenlogische Formeln.

(F — G) A =G) — —F .

Zeigen Sie die Korrektheit des Modus Tollens mit Hilfe des
Herleitungskalkiils des natiirlichen SchlieBens gemiB Vorlesung.
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3.1 Modus Tollens
B
Aufgabe: .
t F und G sind Formelvariable (Schemavariable), d. h. Platzhalter
Der ,,Modus Tollens" (Schlussart der ,, Aufhebung") bezeichnet - . fiir aussagenlogische Formeln. =
eine logische Inferenz der Form
((FF— G) A =G — =F.
T I

Zeigen Sie die Korrektheit des Modus Tollens mit Hilfe des
Herleitungskalkiils des natiirlichen SchlieBens gemiB Vorlesung.

Zu beweisen ist also:

= ((F— G)A~G)— ~F.

mit Hilfe von

- ((F— G)A=G) — —F.

zU0 Ds

z0 Ds 3.1 Modus Tollens
©)Dr. Werner Meixner

(©)Dr. Werner Meixner




p06.pdf - Adobe Acrobat Professional

p06.pdf - Adobe Acrobat Professional

R X IEEAN R EDNR =] * [ = @
LR ' &'E\E‘\Eo ~ « 0 O//Q' o o
* : I b |
B Die Korrektheit des Modus Tollens zu beweisen, heiBt also,
Die Inferenz nennen wir korrekt genau dann, wenn die Implikation % fiir alle Formeln F' und & die folgende Aussage zu beweisen.
(allgemein-)giiltig ist, und schreiben in diesem Fall
© E((F— G)A—G) — —F.

= ((p—q)A—-q)— —p.
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Dieser Beweis ist bereits dann erbracht (siehe Vorlesung fiir die
Ersetzung von Formelvariablen durch Aussagenvariable), wen/
Folgendes fiir die aussagenlogischen Variablen p und g gezeigt wird.

F ((p—q9A-q) —p.
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Die Korrektheit des Modus Tollens zu beweisen, heiBt also,
fiir alle Formeln F' und G die folgende Aussage zu beweisen.

= ((F— G)A~G)— ~F.

Dieser Beweis ist bereits dann erbracht (siche Vorlesung fiir die
Ersetzung von Formelvariablen durch Aussagenvariable), wenit
Folgendes fiir die aussagenlogischen Variablen p und g gezeigt wird.

= ((p—q)A—-q)— —p.

Die Folgerungsbeziehung |= begriindet eine Relation zwischen
aussagenlogischen Formeln. Sie steht in enger Beziehung zur
Relation =, die mit dem Herleitungskalkiil definiert wird.

z0 Ds 3.1 Modus Tollens
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3.2 Herkommlicher Beweis

Wir beweisen nun in herkémmlicher oder natiirlicher Weise die
Korrektheit der Inferenz

F ((p—q) A—-q) — —p.
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= ((p—a)A—q)— —p

3.3 Beweis durch Herleitung

Lésung der urspriinglichen Aufgabe:

Wir beweisen nun die Korrektheit der obigen Inferenz formal mit
Hilfe des Herleitungskalkiils fiir die Relation I, also i

F(lp—q) A—g) — —p.

Wir stellen die Herleitung in Form einer Tabelle dar, in der die
Folge der Urteile mit Kommentaren aufgelistet wird.
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Ein Kalkdl far logische Inferenzen * Ein Kalkdl fir logische Inferenzen

— Annahmeregel. Fur jede A, fur jede Annahme F in — Regel fur true. Fur jede A :

A -
N

AL F . A+ true
— Regel fur false. Fur jede A, fir jede Formel F :
— Ausgeschlossener Dritte. FUr jede A, fur jede F:
AR F AF aF

A+ FV SF A+ false
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Ein Kalkul far logische Inferenzen * Ein Kalkul fur logische Inferenzen

— KonjunktionseinfUhrung. Fir alle A4, fir alle F, G : — Disjunktionseinfihrung. Fir alle 4, firalle F, G :

AvrF ArG ArF AFF

ALFAG by ARFVG ArGVF by

— Konjunktionsbeseitigung. Fur alle A, flr alle F, G : — Disjunktionsheseitigung. Fir alle 4, firalle F, G, H :

AFFAG AFFAG A-FvG AF-H AG-H

ArF AFRF ArH
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Ein Kalkdl far logische Inferenzen * Ein Kalkiil fiir logische Inferenzen

— Negationseinfuhrung. Flur alle 4, fur alle F : — Theorem: Die Regelmenge hat die folgenden zwei

A F - false Eigenschaften:
—_—— * Wenn F G ,dann F &= G. (Korrektheit, soundness)
Ar oF o “Aus der Regelmenge werden nur giiltige Infererfen

hergeleitet”.

* Wenn F &= G ,dann F - G. (Vollstindigkeit,
completeness)

— Negationssheseitigung. Fir alle 4, flr alle F :

A, —F + false

“Jede giltige Inferenz kann mit der Regelmenge
hergeleitet werden ”.

ArF
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Annahmemenge Konklusion Regelanwendung

3.3 Beweis durch Herleitung
(p—q)A—q Annahmeregel

Lésung der urspriinglichen Aufgabe: » Annshmerege
(p—q) 1.+Konj.-Beseit.

q 2.43.4+Impl.Beseit.
- 1.+Konj.-Beseit.
false 5.+4 +false-Regel
-p 6.+Neg.-Einf.
((p—aq)A=q) — —p  7.+Impl.-Einf.

Wir beweisen nun die Korrektheit der obigen Inferenz formal mit
Hilfe des Herleitungskalkiils fiir die Relation I, also

F(p— @) Nq) — —p. -

Wir stellen die Herleitung in Form einer Tabelle dar, in der die
Folge der Urteile mit Kommentaren aufgelistet wird.

e Al A el =
T T T T T T T T
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Ein Kalkdl fiir logische Inferenzen * Ein Kalkdl fir logische Inferenzen

— Implikationseinfihrung. Fur alle 4, flr alle F, G : — Negationseinfihrung. Fur alle 4, fur alle F :

AFFG A F + false

ALF =G Ar SF

— Implikationsbeseitigung. Fir alle 4, fur alle F, G : — Negationssbheseitigung. Fiir alle A, fir alle FF :

ARF =G ARF A, —F + false

ARG AL F
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Kapitel Il — Grundlagen; Logik Kapitel Il — Grundlagen; Logik

* Ein Kalkul far logische Inferenzen * Ein Kalkul fur logische Inferenzen

— Negationseinfuhrung. Flr alle 4, flr alle F :
A F + false

— Disjunktionseinfihrung. Flr alle 4, furalle F, G :
AFRF ARF

A-FVG ALHGVF Avr oF

— Disjunktionsbeseitigung. Flr alle A, furalle F, G, H . — Negationssbeseitigung. Fur alle 4, fr alle F :

ArFvG AFv-H AGrH A, —F + false

ArH ARF
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4 Kapitel Il — Grundlagen; Logik B
i = Nr.  Annahmemenge Konklusion Regelanwendung
_ * Ein Kalkdl fur logische Inferenzen " 1. (poq)Agp F (p—q) A—g Annahmeregel
— Negationseinflihrung. Fir alle A, fir alle F : 2. (p—q@A-qgp F p Annahmeregel
A, F I false 3. (p—=qA-q¢p F (p—2q) 1.+Konj.-Beseit.
4. (p—ag)rh—-qp F ¢ 2.4+3.+Impl.Beseit.
A+ aF ; ;
5 (p—=qg)rA—-gq,p F —q 1.+Konj.-Beseit.
— Negationssheseitigung. Fiir alle 4, fur alle F : 6. (p—a)h~¢p Il_ false 5.+4.+false-Regel 1
7. (p—q)n—-q + —p 6.+Neg.-Einf.
A, —F + false 8. F ((p—q)A—q) — —p T.+Impl.-Einf.
ARF
60
) Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14 1 ,
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Nr. Annahmemenge Konklusion Regelanwendung Bemerkungen:
L. (p—=q@r—-qp F (p—qA—g Annahmeregel
2. (p—q)h-qp F p Annahmeregel
3. (p—qA-qgp F (p—q) 1.4+Konj.-Beseit.
4 (p—=9Nh-qp F g 2.43.+Impl.Beseit.
5 (p—q)A—q,p F —g 1.4+Konj.-Beseit.
6. (p—q)A—q,p F false 5.4+4 +false-Regel =
7. (pP—=q)Ah—-q F -p 6.+Neg.-Einf.
8. = ((p—aq)A—q) = —p 7.+lmpl.-Einf.
[
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Annahmemenge Konklusion Regelanwendung Bemerkungen:

(p—q) N g Annahmeregel

Man beachte, dass die linke Seite einer Inferenz A F F' stets eine
Konjunktion von Formeln bedeutet. Diese Konjunktion wird zur
Abkiirzung haufig mit Komma geschrieben. Wie oben zu sehen ist,
sind auch Mischungen méglich.

p Annahmeregel
(p—4q) 1.+ Konj.-Beseit.

q 2.43.4+Impl.Beseit.
—q 1.4+Konj.-Beseit.
false 5.44.+false-Regel
-p 6.4+Neg.-Einf.

© N o oA WD
T T T T T T T T

((p—q)A=q) — —p T7.+lmpl.-Einf.
Y]
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4. Thema: Pradikatenlogische Ausdriicke

Bemerkungen:

4.1 Schrittweiser Beweis

Man beachte, dass die linke Seite einer Inferenz A F F' stets eine
Konjunktion von Formeln bedeutet. Diese Konjunktion wird zur
Abkiirzung hiufig mit Komma geschrieben. Wie oben zu sehen ist,
sind auch Mischungen méglich.

Wir haben damit gezeigt, dass die Inferenz ((p — ¢) A —g) — —p
mit den Regeln des Herleitungskalkiils hergeleitet werden kann.
Da der Herleitungskalkiil korrekt ist, folgt daraus

= (p—=aN—-q) ——p.

ZU DS 3.3 Beweis durch Herleitung Z0 DS
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Lésung:

4. Thema: Priadikatenlogische Ausdriicke

4.1 Schrittweiser Beweis

Aufgabe:

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln mit Pridikaten iiber
dem Universum R.

Seien P und () einstellige Pridikate, fiir die die folgende Aussage
gilt:

Fz P(x) A Vo (P(z) — Q(z))

Man zeige:
m

Dann gilt 3z Q(x) .

z0 Ds 4.1 Schrittweiser Beweis z0 Ds
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4. Thema: Priadikatenlogische Ausdriicke

4.1 Schrittweiser Beweis

Aufgabe:

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln mit Pridikaten iiber
dem Universum R.

Seien P und () einstellige Pridikate, fiir die die folgende Aussage
gilt:
Fz P(x) A Vo (P(z) — Q(z))
Man zeige: .
Dann gilt 3z Q(x) .

Z0 Ds 4.1 Schrittweiser Beweis
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Lésung:
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Es gelten also die beiden Aussagen P(a) und P(a) — Q(a).
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Lésung:

Wir I8sen die Formeln schrittweise auf und fiigen anschlieBend die
zu beweisende Aussage zusammen.

Nach Voraussetzung gilt die Aussage Jz P(x).

Deshalb kénnen wir von einem a € R mit Eigenschaft P(a) als ein
bereits bestimmtes Element ausgehen. Von diesem a ist allerdings
nur bekannt, dass P(a) gilt.

Sei also irgendein a = R mit der Eigenschaft P(a) gegeben.

Da nach Voraussetzung die Aussage Va (P(x) — Q(a)) ebenfalls
gilt, bedeutet dies fiir das bestimmte «a, dass die Aussage

P(a) = Q(a) ™

gilt.

z0 Ds 4.1 Schrittweiser Beweis
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4. Thema: Pradikatenlogische Ausdriicke

Es gelten also die beiden Aussagen P(a) und P(a) — Q(a).

4.1 Schrittweiser Beweis

Aufgabe:

Wir betrachten pridikatenlogische Formeln mit Pridikaten iiber
dem Universum [R.

Seien P und @) einstellige Pridikate, fiir die die folgende Aussage
gilt:

Jz P(x) A Yz (P(r) — Qx))

Man zeige:

i
Dann gilt JzQ(x).

Z0 Ds Z0 DS 4.1 Schrittweiser Beweis
©)Dr. Werner Meixner (©)Dr. Werner Meixner
I X p06_pdf - Adobe Acrobat Professional =B 2K]
R EIEaIr] ~ [ s ERE AT - [ —
o EH- & U&= 700 )7 = -&-Aen=e o sr00 77 o

Lésung:

4.2 Verneinung und DeMorgan Wir I8sen die Formeln schrittweise auf und fiigen anschlieBend die

zu beweisende Aussage zusammen.

Nach Voraussetzung gilt die Aussage Jz P(x).

Deshalb kénnen wir von einem a € R mit Eigenschaft P(a) als ein
bereits bestimmtes Element ausgehen. Von diesem a ist allerdings
nur bekannt, dass P(a) gilt.

Sei also irgendein a = R mit der Eigenschaft P(a) gegeben.

Da nach Voraussetzung die Aussage Va (P(x) — Q(a)) ebenfalls
gilt, bedeutet dies fiir das bestimmte «a, dass die Aussage

P(a) = Q(a) ™

gilt.
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4.2 Verneinung und DeMorgan

Z0 Ds
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Ldsung: = '\-
Wenn nicht fir alle z € R . g = :

die Eigenschaft Q(z) gilt,
dann istwdies gleichbedeutend damit, dass

fir mindestens ein x £ R
die Eigenschaft Q)(x) nicht gilt.

Fiir alle Formeln Va (Q(x) gilt also nach DeMorgan
“YrQ(r) = dr-Q(x).
Entsprechend gilt

—Jr Q(x) = Ve-Q(x).

z0 Ds
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Lésung:

Z0 DS
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Wir wenden diese Umformungsregel (nach DeMorgan) nun auf —-F =&
an wie folgt.
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5. Ergdanzung Blatt 5: Resolution als Herleitung

Sei I' eine Formel, die als Menge von Klauseln K1, Ko, .. .. K,
dargestellt sei.

Es seinen R = Ly, Lo, ..., L,, eine Folge von Klauseln.

Dann heiBt I eine Resolution der Klausel L,, fiir die Formel F',
falls jede Klausel L; ein Resolvent von Klauseln L; mit j < i oder
Klausel aus F' ist.

z0 ps
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5 Ergidnzung Blatt 5: Resolution als Herleitung

153

6. Hinweise und Tipps zu HA Blatt 6

ad HA 6.2a:

Die Antworten eines Resolutionsverfahrens sind , unerfiillbar” oder
,,erfullbar”.

Um zu zeigen, dass F' giiltig ist, muss man mit
Resolutionsverfahren zeigen, dass = F unerfiillbar ist!

ad HA 6.2b:

Siehe Thema Herleitungskalkiil des natiirlichen SchlieBens.

z0 ps
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6 Hinweise und Tipps zu HA Blatt 6




