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Weitere Anwendungen von SAT:
Bounded Model Checking

Hardware Entscheide, ob eine Schaltung mit Zustand fiir alle
Eingaben innerhalb von 10 Zyklen ein bestimmtes
Verhalten (nicht) hat.
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Weitere Anwendungen von SAT:
Bounded Model Checking

Hardware Entscheide, ob eine Schaltung mit Zustand fiir alle
Eingaben innerhalb von 10 Zyklen ein bestimmtes
Verhalten (nicht) hat.

Software Entscheide, ob ein Programm fiir alle Eingaben innerhalb
von 10 Schritten ein bestimmtes Verhalten (nicht) hat.




Weitere Anwendungen von SAT: 5.4 Weitere NP-vollstindige Probleme
Bounded Model Checking

Hardware Entscheide, ob eine Schaltung mit Zustand fiir alle
Eingaben innerhalb von 10 Zyklen ein bestimmtes

Verhalten (nicht) hat.
Software Entscheide, ob ein Programm fiir alle Eingaben innerhalb

von 10 Schritten ein bestimmtes Verhalten (nicht) hat.
Variablen miissen auf sehr kleine Wertebereiche

eingeschrankt werden!

5.4 Weitere NP-vollstandige Probleme 5.4 Weitere NP-vollstandige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstandig ist?

e Zeige B € NP (meist trivial)
e Zeige A <, D fiir ein NP-vollstindiges Problem A.

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstandig ist?
o Zeige B € NP (meist trivial)




5.4 Weitere NP-vollstindige Probleme 5.4 Weitere NP-vollstindige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstindig ist? Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstandig ist?
@ Zeige B € NP (meist trivial) @ Zeige B € NP (meist trivial)
e Zeige A <, B fiir ein NP-vollstandiges Problem A. e Zeige A <, B fiir ein NP-vollstandiges Problem A.
Lemma 5.23 Lemma 5.23
Ist A NP-vollstindig, so ist B € NP ebenfalls NP-vollstindig, Ist A NP-vollstindig, so ist B € NP ebenfalls NP-vollstindig,
falld A <, B.] falls A <, B.
Beweis:
Folgt direkt aus der Transitivitdt von <.
B ist NP-hart, denn fiif C' € NP|gilt| C' <,|A <, B. ]
Warum will man wissen, dass ein Problem I3 NP-vollstindig ist? Warum will man wissen, dass ein Problem B NP-vollsténdig ist?
Um sicher zu sein, dass Um sicher zu sein, dass
@ ein polynomieller Algorithmus fiir B ein Durchbruch wire @ ein polynomieller Algorithmus fiir B ein Durchbruch ware

@ und daher wahrscheinlich nicht existiert.




Definition 5.24

@ Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist] {1 A+« A Ky,

Warum will man wissen, dass ein Problem B NP-vollstindig ist?
Um sicher zu sein, dass

@ ein polynomieller Algorithmus fiir B ein Durchbruch wire
@ und daher wahrscheinlich nicht existiert.

Praktische Instanzen von B kénnten trotzdem (zB mit SAT)
,effizient” |8sbar sein.

Definition 5.24 Definition 5.24
@ Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie @ Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: Ky A--- A Ky eine Konjunktion von Klauseln ist: Ky A+« A Ky
@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: L V ---V L, @ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly V «--V L,
@ Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable. @ Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.

@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthilt.
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@ Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: Ky A--- A Ky
e Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly V ---V L,
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Definition 5.24
@ Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: Ky A--- A Ky
@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: L V ---V L,

@ Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.

@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthilt.

Dh eine KNF ist ein Konjunktion von Disjunktionen von
(evtl negierten) Variablen.
Bsp: (g V —ao) A (may V ap V xg)

3KNF-SAT
Gegeben: Ein Formel in 3KNF

Problem: Ist die Formel erfiillbar?

Definition 5.24
@ Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: {1 A+« A Ky,
@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly vV ---V L.,
@ Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.
@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthilt.

Dh eine KNF ist ein Konjunktion von Disjunktionen von
(evtl negierten) Variablen.
Bsp: (zg V ﬂ:l’g) A (—x7 Va1 V xg)

3KNF-SAT
Gegeben: Ein Formel in 3KNF

Satz 5.25
3KNF-SAT ist NP-vollstiandig.
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Beweis:
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Satz 5.25
3KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Wir zeigen SAT <, 3KNF-SAT mit einer polynomiellen Reduktion
F + F’ so dass F” in 3KNF ist und

Fist erfiillbar < F' ist erfiillbar

NB F' und F’ sind erfiillbarkeitsiquivalent, aber nicht
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Satz 5.25
3KNF-SAT ist NP-volistindig.

Beweis:
Wir zeigen SAT <, 3KNF-SAT mit einer polynomiellen Reduktion
I+ I so dass I'" in 3KNF ist und

I ist erfiillbar < [ ist erfiillbar

NB F' und F” sind erfiillbarkeitsdquivalent, aber nicht
notwendigerweise auch dquivalent.

1. Transformiere F' in Negations-Normalform (NNF) durch
fortgesetze Anwendung der de Morganschen Gesetze

~(AAB) = —AvV-B
~(AVB) = -AA-B
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Satz 5.25
3KNF-SAT ist NP-vollstiandig.

Beweis:
Wir zeigen SAT <, 3KNF-SAT mit einer polynomiellen Reduktion
F +s F' so dass F’ in 3KNF ist und

I ist erfiillbar < F" ist erfiillbar

NB £ und F’ sind erfiillbarkeitsiquivalent, aber nicht
notwendigerweise auch dquivalent.

1. Transformiere F' in Negations-Normalform (NNF) durch
fortgesetze Anwendung der de Morganschen Gesetze

~(AAB) = —-AvV-B
~(AVB) = —AA-B
4 = A

von links nach rechts. F ist Resultat.




Beweis (Forts.):
Fiir F1 gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte F} als Baum, wobei die Literale Blatter sind.

Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yo.41,...} zu.
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3. Betrachte die y; als Abkiirzung fiir die TeilbAume, an deren

Wurzeln sie stehen
Yi — )
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Beweis (Forts.):

Fiir F1 gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte F} als Baum, wobei die Literale Blatter sind.

Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yo.41,...} zu.

Ordne dabei der Wurzel von F die Variable g zu.

3. Betrachte die y; als Abkiirzung fiir die Teilbdume, an deren
Wourzeln sie stehen
Yi = O
/N
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Beweis (Forts.):
Fir Fy gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte F} als Baum, wobei die Literale Blatter sind.
Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yg.y1....} zu.
Ordne dabei der Wurzel von F die Variable 3o zu.
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Yi — Of
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Yo A (yo <> (loogro)) A(y1 <+ (liorry)) ... = Fo
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Beweis (Forts.):
Fiir /1 gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte £} als Baum, wobei die Literale Blatter sind.
Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yg.y1....} zu.
Ordne dabei der Wurzel von F} die Variable yp zu.

3. Betrachte die y; als Abkiirzung fiir die Teilbdume, an deren
Waurzeln sie stehen
Yi = 9;
[\
li 1
wobei o; € {A,V} und [;, r; ein Literal oder eine Variable y; ist.
Beschreibe F'| Knoten fiir Knoten:

Yo A (yo < (lpogrg)) Ay (lyogry)) ... =1 b
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Beweis (Forts.):

Fy erf. = F5 erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
by erf. = I} erf.: klar

4, Transflrmiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(a< (bVe)) — (aV=bA(aV=c)A(maVbVe)
(a (bAC)) — (maVP)A(naVe)A(aV bV -c)
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Beweis (Forts.):

I erf. = I erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
Fy erf. = F} erf.: klar

4. Transformiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(aV =b)A{aV—e)A(-aVbVe)
(ma Vb)) A (—maVe)A(aV=bV =)

%
%
Ergebnis ist F”.

Jeder Schritt ist in polynomieller Zeit in |F'| berechenbar.
Bei Transformation in NNF nimmt mit jedem Schritt

Summe der |G| fiir alle Teilformeln =G von F'

ab.

Beweis (Forts.):

Fy erf. = [ erf.: 3; bekommt Wert seines Teilbaums.
Fy erf. = I} erf.: klar

4. Transformiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(aV=b)A(aV —e)A(—aVbVe)
(maVb)A(maVe)A(aV=bV =)

(a < (bV))
(a < (bAC))

—
—
Ergebnis ist F".

Jeder Schritt ist in polynomieller Zeit in |F'| berechenbar.
Bei Transformation in NNF nimmt mit jedem Schritt

Summe der |G| fiir alle Teilformeln -G von F

ab. Daher erreicht man die NNF in < \f|y Schritten. D
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Korollar 5.26
KNF-SAT ist NP-vollstandig.
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Kann man wie folgt die NP-Vollstandigkeit von KNF-SAT zeigen?

Man zeigt SAT <, KNF-SAT
indem man jede Formel in KNF transformiert.

Da jede Formel in 3KNF auch in KNF ist:

Korollar 5.26
KNF-SAT ist NP-vollstandig.

Kann man wie folgt die NP-Vollstindigkeit von KNF-SAT zeigen?

Man zeigt SAT <, KNF-SAT
indem man jede Formel in KNF transformiert.

Satz 5.27
2KNF-SAT ¢ P

Ohne Beweis

MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen Ti, ..., T,, € M einer endlichen Menge M
und eine Zahl & < n.
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MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen T7,..., T, € M einer endlichen Menge M
und eine Zahl & < n.

Problem: Gibt esiq,.... ire{l...., n} mit M =1T;, U---UT;,7
Beispiel 5.28

Tn = {12} Ty = {l.3}
T3 {34} T4 = {3"1}
M = {1,2.3,4.5) k 3
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Tn = {1.2} T = {1,3}
M o= {12345} k 3

Losung:

Anwendung: Zulieferer

M Menge der Teile, die eine Firma einkaufen muss

MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen Ti, ..., T,, € M einer endlichen Menge M
und eine Zahl & < n.

Problem: Gibt es iq,..., ire{l...., np mit M =T, U---UT;7
Beispiel 5.28

Tn = {1.2} Ta = {1,3}
M = {1.2.3.4.5} k 3

Losung:

Anwendung: Zulieferer

M Menge der Teile, die eine Firma einkaufen muss

T; Menge der Teile, die Zulieferer i anbietet

Kann die Firma ihre Bediirfnisse mit & Zulieferern abdecken?

Fakt 5.29
MU € NP




MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen Tj...., Ty, € M einer endlichen Menge M
und eine Zahl £k < n.

Problem: Gibt es iq, ..., ire{l,..., n} mit M =T, U---UT;7
Beispiel 5.28

Tn = {12} T, = {1.3}

Ty = {3.4} T, = {3.5}

M o= {1.2.3.45} k = 3

Losung:

Anwendung: Zulieferer

M Menge der Teile, die eine Firma einkaufen muss

T; Menge der Teile, die Zulieferer i anbietet

Kann die Firma ihre Bediirfnisse mit & Zulieferern abdecken?

Fakt 5.29
MU € NP.

Satz 5.30

MU ist NP-vollstindig.

Beweis:

Wir zeigen KNF-SAT <, MU.
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Wir zeigen KNF-SAT <, MU.
Sei F'= K1 A« A Ky in KNF, mit Variablen z1.....: k.
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Satz 5.30

MU ist NP-vollstandig.

Beweis: )

Wir zeigen KNF-SAT <, MU.

Sei I'= Ki A--- AN Ky, in KNF, mit Variablen =y, ... .: L.
M = {l.... m.m+1,.... m + k}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}

Satz 5.30

MU ist NP-vollstandig.

Beweis: )

Wir zeigen KNF-SAT <, MU.

Sei F'= K1 A« A Ky in KNF, mit Variablen z1.....: k.
Moo= {1, mym4+1,..., m + k}
T; = {j|a; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T; := {j|xi kommtin K; negativ vor} U {m + i}

£ ist erfiilbar gdw

M wird durch k& der Teilmengen T7..... Ty, 19, . ... 17, iiberdeckt

0

Beweis: )

Wir zeigen KNF-SAT <, MU.

Sei "= K1 A --- A Ky in KNF, mit Variablen xq, ... .: r.
M = {l..., m.m+1,..., m + k}
T; = {j|x; kommtin K; positiv vor} U {m + i}
T] = {j|xi kommtin K; negativ vor} U {m +i}

Satz 5.30

MU ist NP-vollstandig.

Beweis: )

Wir zeigen KNF-SAT <, MU.

Sei F'= K1 A+ A Ky, in KNF, mit Variablen z1,....: Tk
Moo= {1,..., mym+1,..., m+ k}
T; = {j | kommtin K; positiv vor} U {m + i}
T = {j|x; kommtin K; negativ vor} U {m + i}

Fist erfiilbar gdw

M wird durch k der Teilmengen 17, ..., Ty 17, . ... Ty, tiberdeckt

L




Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1, ..., Ty € M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste %, so dass M von k der Teilmengen
iberdeckt wird.

Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1...., T € M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste %, so dass M von k der Teilmengen
tiberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1, ..., T, € M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste k, so dass M von k der Teilmengen
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Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1,..., Ty, € M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste %, so dass M von k der Teilmengen
tiberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

Finde kleinstes & durch bindre Suche im Intervall [1, 7]
mit O(logn) Aufrufen von MU.




Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1, ..., Ty € M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste k, so dass M von k der Teilmengen
iberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

Finde kleinstes & durch bindre Suche im Intervall [1, 7]
mit O(logn) Aufrufen von MU.

Kann man MU in Zeit O( /(1)) entscheiden,
dann kann man das kleinste & in Zeit O( [ (n) - logn) berechnen.

Die Berechnung einer Lésung

Gegeben: Teilmengen T .= Ti.. ... T,. € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl ik < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch & der Teilmengen.

Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1, ..., T, € M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste /&, so dass M von k der Teilmengen
liberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

Finde kleinstes k durch bindre Suche im Intervall [1,7]
mit O(logn) Aufrufen von MU.

Kann man MU in Zeit O( (1)) entscheiden,
dann kann man das kleinste &k in Zeit O( [(n) - log 1) berechnen.

f(n) polynomiell = f(n)-logn polynomiell
f(n) exponentiell = f(n)-logn exponentiell

Die Berechnung einer Lésung

Gegeben: Teilmengen T .= Ti..... T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T,0M, k)¢ MU then output( “nicht l&sbar”)




Die Berechnung einer Losung

Gegeben: Teilmengen T .= Ty, ..., Ty, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k& < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von A durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T.M. k)& MU then output(“nicht lésbar”)
else
U:=0

for i:=1 to n do

Die Berechnung einer Losung
Gegeben: Teilmengen T .= 1. ..., Ty, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T.0M, k)& MU then output( “nicht lésbar”)
else
=0
for i :== 1 to n do
if (1= T3, M.k)e MU

Die Berechnung einer Lésung

Gegeben: Teilmengen T .= Ti.. ... T,. € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl ik < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch & der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T.M.k) ¢ MU then output(“nicht lésbar”)
else
[ =0
for i :=1 to n do
if (T — T, M. k) e MU
then T =T — T;

Die Berechnung einer Lésung

Gegeben: Teilmengen T .= Ti..... T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T,0M, k)¢ MU then output( “nicht l&sbar”)
else
=0
for i := 1 to n do
if (T — Ty M. k)e MU
then T := T — T;
else U := U U{T;}




CLIQUE
Gegeben: Ungerichteter Graph &' = (V, E') und Zahl k € N.
Problem: Besitzt G eine ,,Clique" der GréBe mindestens &7

CLIQUE
Gegeben: Ungerichteter Graph & = (V, £') und Zahl k& € .
Problem: Besitzt (¢ eine ,Clique" der GroBe mindestens k7
Dh eine Teilmenge V/ C V' mit [V'| > k
und alle w.v € V' mit u # v sind benachbart.

CLIQUE
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V. F/) und Zahl k € N.

Problem: Besitzt (+ eine , Clique” der GréBe mindestens k7
Dh eine Teilmenge V' C V mit |V'| > k
und alle u,v € V' mit u # v sind benachbart.

Beispiel mit 5-Clique:

CLIQUE
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V. E) und Zahl i € N.

Problem: Besitzt (= eine , Clique"” der GroBe mindestens k7
Dh eine Teilmenge V/ C V mit [V’| > k
und alle u,v € V' mit u # v sind benachbart.

Beispiel mit 5-Clique:

Anwendung von Clique-Berechnung:

Knoten = Prozess
Kante = Zwei Prozesse sind parallel ausfiihrbar
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CLIQUE
Gegeben: Ungerichteter Graph & = (V, £') und Zahl k& € .

Problem: Besitzt (¢ eine ,Clique" der GroBe mindestens k7
Dh eine Teilmenge V/ C V' mit [V'| > k
und alle w.v € V' mit u # v sind benachbart.
Beispiel mit 5-Clique:

Anwendung von Clique-Berechnung:

Knoten = Prozess
Kante = Zwei Prozesse sind parallel ausfiihrbar

— Clique ist Gruppe von parallelisierbaren Prozessen

Fakt 5.31
CLIQUE € NP

Satz 5.32
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Satz 5.32
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:




Satz 5.32
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:
Eine Formel F' in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)

F=GnVaaVag) Ao A (zp Vozge V 2gs)

Satz 5.32
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:
Eine Formel F in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)

F=(z11VzaVzz) A A (21 Vozg2 V 2k3)
wird auf einen Graphen abgebildet:
1% {(1.1).(1.2),(1,3)...., (k,1),(k,2). (k. 3)}
E H@d), (o)} i # pund 25 # =z}

1
LR

Satz 5.32
CLIQUE ist NP-volistandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:
Eine Formel F'in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)

F=(z11VziaVziz) Ao A (2e1 V 2ke V 2k3)
wird auf einen Graphen abgebildet:
Vo= {(1,1),(1.2).(L.3)..... (k, 1), (k.2). (k,3)}

Satz 5.32
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:
Eine Formel F'in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)

F=GunVzaVag) A oA (zp Vozge Vozgs)
wird auf einen Graphen abgebildet:
Vo= {(1,1).(1.2).(1.3),.... (k,1), (k. 2).(k.3)}
E = {{(.). (0.0} |i # pund zyj £ =2}

F ist erfiillbar durch eine Belegung o —




Satz 5.32
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:
Eine Formel F' in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)

F=(z1VzioVza) A oA (251 V2o V 2k3)

wird auf einen Graphen abgebildet:
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E = {(i.7).(p.@)} | i # pund z; # —2p,}
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Satz 5.32
CLIQUE ist NP-volistandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:

Eine Formel F'in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)
F=(z1VziaVzi3) A A (251 V 2R V 233)

wird auf einen Graphen abgebildet:

Vo= {(1, 1) (1,2), (1.3) ..... (k, 1), (k,2), (k,3)}
E = {{(i.7).(p.a)} [ i # pund z; # 2zpe}

Fist erfiillbar durch eine Belegung ¢ —

Es gibt in jeder Klausel ¢ ein Literal z;;, mit o(z,) =1

=

Die Literale zyj,..... Zj, Sind paarweise nicht komplementar
—

Satz 5.32
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE:
Eine Formel F'in 3KNF-SAT (oE: genau 3 Literale/Klausel)

F = (.‘:11 V z19 V .‘:13) FANPAN (:kl V Zpo V .‘:kg)
wird auf einen Graphen abgebildet:

Vo= {(1, 1) (1,2),(1,3),..., (k,1), (k. 2).(k.3)}
Eo= {{ 1’(1'}‘f?£f)und zj?’éﬁpq}
F ist erfiillbar durch eine Belegung o —

Es gibt in jeder Klausel ¢ ein Literal z;;; mit o(z;;,) = 1
—

Die Literale z1j,.. .., zx;, sind paarweise nicht komplementar
=
Die Knoten (1, 71),..., (%, ji) sind paarweise benachbart

— G hat eine Clique der GroBe k.




RUCKSACK RUCKSACK
Gegeben: Zahlen ay,...an, € Nund b € N, Gegeben: Zahlen ay,...a, € Nund b € N.
Problem: Gibtes ? C {1,..., nymit > pa;=>b7

RUCKSACK RUCKSACK
Gegeben: Zahlen aq,...a, € Nund b € N. Gegeben: Zahlen ay....a, € Nund b € N.
Problem: Gibt es B C {1..... npmit Y . opa; =07 Problem: Gibt es B C {1,..., n} mit Y . pa; =07
Satz 5.33 Satz 5.33
RUCKSACK ist NP-vollstindig. RUCKSACK ist NP-vollstandig.
Beweis:

3KNF-SAT <, RUCKSACK :




RUCKSACK PARTITION

Gegeben: Zahlen ay,...an, € Nund b € N, Gegeben: Zahlen ay,...a, € N.
Problem: Gibtes It C {1,..., ntymit > pa;=>5b7?
Satz 5.33

RUCKSACK ist NP-vollstandig.

Beweis:
3KNF-SAT <, RUCKSACK :
Sei F'=(211V 212V 213) A+ A(2m1 V Zm2 V 2m3), wobei

D.h. m = Anzahl der Klauseln und n Anzahl der vorkommenden
Variablen.

Wir geben jetzt Zahlen @ = az., . . ., ag und b an. b ist (etwa im
Dezimalsystem)

|
PARTITION PARTITION
Gegeben: Zahlen aq,...a, € N. Gegeben: Zahlen ay,...a, € N.
Problem: Gibtes I C {1,..., npmit Yiepai =3 e ? Problem: Gibtes I C{I,..., n}pmit 3 epai =30 7

Satz 5.34
PARTITION ist NP-vollstindig.
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PARTITION
Gegeben: Zahlen aq,...a, € N.

Problem: Gibtes I C {1,..., npmit 3oy ai =3 e a0 7

Satz 5.34
PARTITION ist NP-vollstindig.

Beweis: RUCKSACK <, PARTITION

Beispiel: @ =12,7,4,9,7,3,15 und b = 38.
Losung: Die Zahlen 7,9.7.15, dh R = {2,4,5,7}
RUCKSACK — PARTITION:

M .= Z;LL a; = 57,

PARTITION
Gegeben: Zahlen aq,...a, € N.

Problem: Gibtes I C {1,..., npmit Yiepai =3 e ?

Satz 5.34
PARTITION ist NP-vollstindig.

Beweis: RUCKSACK <, PARTITION
Beispiel: @ =12,7,4,9,7,3,15 und b = 38.
Losung: Die Zahlen 7,9.7,15, dh R = {2,4.5,7}

RUCKSACK — PARTITION:
M:=Y" a=57, M—b+1£20) b+15

Das resultierende PARTITONS—ProbIAm: 12.7.4.9,

7,3,15, 20,39

PARTITION
Gegeben: Zahlen ay,...a, € N.
Problem: Gibtes I C {1..... npmit 3iopai =30 a0 7

Satz 5.34
FARTITION ist NP-vollstandig.

Beweis: RUCKSACK <, PARTITION

Beispiel: @ =12,7,4,9,7.3,15 und b = 38,

Lésung: Die Zahlen 7.9,7,15, dh R = {2.4,5, 7}
RUCKSACK — PARTITION:

M:=3"1a;,=57, M—b+1=20, b+1=39

PARTITION
Gegeben: Zahlen ay,...a, € N.
Problem: Gibt es I C {1..... n}pmit 3 epai =30 7

Satz 5.34
PARTITION ist NP-vollstindig.

Beweis: RUCKSACK <, PARTITION

Beispiel: ¢ =12,7,4,9.7,3,15 und b = 38,
Losung: Die Zahlen 7.9,7,15, dh R ={2,4,5,7}
RUCKSACK — PARTITION:

M:=3"a
Das resultjerende S-Problem: 12,7,4.9.7,3,15,

Losung @m ,




PARTITION
Gegeben: Zahlen aq,...a, € N.
Problem: Gibtes I C {1,..., npmit 3oy ai =3 e a0 7

Satz 5.34
PARTITION ist NP-vollstindig.

Beweis: RUCKSACK <, PARTITION

Beispiel: @ =12,7,4,9,7,3,15 und b = 38,

Losung: Die Zahlen 7,9.7.15, dh R = {2,4,5,7}

RUCKSACK — PARTITION:

M:=>"10;=57, M—-b+1=20, b+1=239

Das resultierende PARTITONS-Problem: 12,7, 4,9,7,3, 15, 20,39
Losung: {7.9.7,15,20} und {12,4,3.39}, dh [ ={2,4,5,7.8}.
Reduktion im Allgemeinen:

ai.as, ..., ag.b — ai.as, ..., ap, M —b+1,b+1 O

BIN PACKING

Gegeben: Eine , BehiltergroBe” b € N, die Anzahl der Behilter
ke N und ,,Objekte” a1, as, ... ay.

Problem: Kénnen die Objekte so auf die & Behilter verteilt
werden, dass kein Behdlter iiberlduft?

BIN PACKING

Gegeben: Eine ,,BehiltergroBe” b € N, die Anzahl der Behilter
ke € N und ,Objekte"” ay,ag, ... ay.

BIN PACKING
Gegeben: Eine ,BehiltergroBe” b € N, die Anzahl der Behilter
k € N und ,Objekte" ai,as,...ay.

Problem: K&nnen die Objekte so auf die & Behalter verteilt
werden, dass kein Behilter {iberlduft?

Satz 5.35
BIN PACKING ist NP-vollstandig.




BIN PACKING

Gegeben: Eine ,,BehiltergroBe” b € N, die Anzahl der Behilter
E € N und ,,Objekte” aj. as, ... ay.

Problem: Konnen die Objekte so auf die & Behilter verteilt
werden, dass kein Behilter tiberlauft?

Satz 5.35
BIN PACKING ist NP-vollstindig.

Beweis: PARTITION <, BIN PACKING

HAMILTON
Gegeben: Ungerichteter Graph G

Problem: Enthilt ¢ einen Hamilton-Kreis, dh einen geschlossenen
Pfad, der jeden Knoten genau einmal enthadlt?

BIN PACKING

Gegeben: Eine ,,BehiltergroBe” b € N, die Anzahl der Behilter
ke € N und ,Objekte"” ay,ag, ... ay.

Problem: Kénnen die Objekte so auf die k& Behilter verteilt
werden, dass kein Behilter tiberlauft?

Satz 5.35
BIN PACKING ist NP-vollstindig.

Beweis: PARTITION <, BIN PACKING é

(ay..... an) — (b k. 2a1, ..., 2ay)

wobei b := Zf jai und k=2 O

HAMILTON
Gegeben: Ungerichteter Graph

Problem: Enthilt ¢ einen Hamilton-Kreis, dh einen geschlossenen
Pfad, der jeden Knoten genau einmal enthalt?

Satz 5.36
HAMILTON ist NP-vollstindig.




TRAVELLING SALESMAN (TSP)

Gegeben: Eine n x n Matrix M;; € N von , Entfernungen”
und eine Zahl k e N




