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Lemma 5.16
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BeP/NP = Ac P/NP
Beweis:

@ Sei A <, B mittels f, die von DTM A berechnet wird.
Polynom p begrenzt Rechenzeit von M.
@ Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ begrenzt Rechenzeit von M.
Damit ist M ;M polynomiell zeitbeschrankt in |w]:
) Schritte.
o Ausgabe f(w) von My hat Lange < |w|+ p(|w]).
e M macht < g(|f(w)]) < q(|w|+p(
Daher macht (M¢: M )[w] maximal p(|w
Schritte, ein Polynom in |w].

e My[w] macht < p(|w

wl)) Schritte (¢ monoton)
)+ q(lw| + p(fw]))

Amaalar. A~ D ~ ND __ A ~ ND M

Ein Problem ist NP-hart,
wenn es mindestens so hart wie alles in NP ist:

Ein Problem ist NP-hart,
wenn es mindestens so hart wie alles in NP ist:




Ein Problem ist NP-hart,
wenn es mindestens so hart wie alles in NP ist:

Definition 5.17
Eine Sprache L heiBt NP-hart gdw A <, L fiir alle A € NP.

NP

Ein Problem ist NP-hart,
wenn es mindestens so hart wie alles in NP ist:

Definition 5.17
Eine Sprache L heiBt NP-hart gdw A <, L fiir alle A € NP.

Definition 5.18
Eine Sprache L heiBt NP-vollstindig gdw
L NP-hart ist und L € NP.

NP-hart

NP




NP-hart

4 N

NP-vollstandig

27 v

Wie man P;NP ldsen kann:

Lemma 5.19
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstandiges Problem in P liegt.

Beweis:

+="": Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.

Wie man P;NP l6sen kann:

Lemma 5.19
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 5.19
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstandiges Problem in P liegt.

Beweis:
»=": Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.

,<=": Sei L ein NP-vollstindiges Problem in P.




Wie man P;NP l6sen kann:

Lemma 5.19
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Beweis:

=" Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstindige Problem in P.

w<": Sei L ein NP-vollstandiges Problem in P.
Dann gilt P O NP:
Ist A e NP, so gilt A <, L (da L NP-hart)
und nach Lemma 5.16 A € P (da L € P).

Aussagenlogik

Wie man P;NP l6sen kann:

Lemma 5.19
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Beweis:
,=" Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstindige Problem in P.

,<=":Sei L ein NP-vollstindiges Problem in P.
Dann gilt P 2 NP:
Ist A e NP, so gilt A <, L (da L NP-hart)
und nach Lemma 5.16 A € P (da L € P).

Starke Vermutung:
e P#NP
o dh kein NP-vollstindiges Problem ist in P.

Aber gibt es liberhaupt NP-vollstindige Probleme?

Aussagenlogik

Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —~F|(FAF)|(FVF)|X




Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —F|[(FAF)|(FVEF)|X
Variablen: X — 2 |y|z]|...

&/i /\39\/0 =¥

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F' — =F|(FAF)|(FVF)|X
Variablen: X — a|y|=2]|...

Bsp: 2g(ﬁr ARV 4T A 2B

Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —F|(FAF)|(FVFEF)|X
Variablen: X — a|y|z]|...

Bsp: ((mz Ay) V (xA=z))

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —~F|(FAF)|(FVF)|X
Variablen: X — a|y|z]|...

Bsp: ((mz Ay) V (zA—2))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet starker als VV: 2 Ay V 2 ist Abk. fiir (x Ay) V 2




Aussagenlogik

Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —F|[(FAF)|(FVEF)|X
Variablen: X — 2 |y|z]|...

Bsp: ((mz Ay)V (zA-z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet stirker als V: z Ay V z ist Abk. fiir (z Ay) V2

Semantik der Aussagenlogik:

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F' — =F|(FAF)|(FVF)|X
Variablen: X — a|y|=2]|...

Bsp: ((mz Ay)V (A —z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet starker als V: = Ay V z ist Abk. fiir (z Ay) V 2

Semantik der Aussagenlogik:

@ Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0, 1}.

Bspro={r—0.y—1,2—0...}

@ Belegungen werde mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert.

Aussagenlogik

Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —F|(FAF)|(FVFEF)|X
Variablen: X — a|y|z]|...
Bsp: ((mx Ay)V (xA—2))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen

und A bindet starker als V: = Ay V = ist Abk. fiir (z Ay)V 2

Semantik der Aussagenlogik:
e Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0, 1}.

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —~F|(FAF)|(FVF)|X
Variablen: X — a|y|z]|...
Bsp: ((mz Ay)V (xA—z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen

und A bindet starker als VV: 2 Ay V 2 ist Abk. fiir (x Ay) V 2

Semantik der Aussagenlogik:

o Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0.1}.
Bspro={r—0.y—1,2—0,...}

@ Belegungen werde mittels \Wahthettstabellen auf Formeln
erweitert. Bsp: O'K( @ =

Vv




Aussagenlogik

Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —F|[(FAF)|(FVEF)|X
Variablen: X — 2 |y|z]|...

Bsp: ((mz Ay)V (zA-z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet stirker als V: z Ay V z ist Abk. fiir (z Ay) V2

Semantik der Aussagenlogik:

@ Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0, 1}.
Bspro={r—=0,y—1,2—0...}

o Belegungen werde mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert. Bsp: a((—mz Ay)V(zA—z2)) =1

@ Eine Formel F' ist erfiillbar gdw es eine Belegung ¢ gibt mit
a(F)y=1

SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'.
Problem: Ist F' erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen

SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F' erfiillbar?

SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)




SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'.

Problem: Ist F' erfiillbar?
Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

Fakt 5.20

Zwei Formeln Fy und Fy sind genau dann aquivalent (Fy < F3),

wenn (1 A —F5) V (= F) A F3) nicht erfiillbar ist.

SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'.

Problem: Ist F' erfiillbar?
Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

Fakt 5.20

Zwei Formeln Fy und Fy sind genau dann dquivalent (Fy + F3),

wenn (Fy A —F5) V (= F) A Fy) nicht erfillbar ist.

Lemma 5.21
SAT ¢ NP

Beweis:
Belegungen sind Zertifikate, die in polynomieller Zeit gepriift
werden kdnnen:

SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F' erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

Fakt 5.20
Zwei Formeln Fy und Fy sind genau dann aquivalent (Fy < F3),
wenn (I A —Fs) V (=F) A Fy) nicht erfiillbar ist.

Lemma 5.21
SAT € NP
SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.

Problem: Ist F" erfiillbar?
Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

Fakt 5.20

Zwei Formeln Fy und Fy sind genau dann aquivalent (Fy + F3),
wenn (I A —Fa) V (=F} A Fy) nicht erfiillbar ist.

Lemma 5.21
SAT ¢ NP

Beweis:

Belegungen sind Zertifikate, die in polynomieller Zeit gepriift
werden kdnnen: Es gibt eine DTM, die bei Eingabe einer Formel F
und einer Belegung o fiir die Variablen in F', in polynomieller Zeit
a(F') berechnet. []




Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:
Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollistandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.
Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibtes NTM M mit A = L(M)




Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibt es NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeps(w) < p(Jwl|).

e A

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibtes NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeps(w) < p(|w|).

Reduktion bildet w = 21 ... 2, € X% auf eine Formel F ab.

In polynomieller Zeit.

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei 4 € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A e NP gibtes NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeys(w) < p(|w|).

Reduktion bildet w = a1 ... 2, € ¥* auf eine Formel £ ab.

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollistandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibtes NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeys (w) < p(|w]).

Reduktion bildet w = a1 ... 2, € ¥* auf eine Formel [ ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < F € SAT.




Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibt es NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeps(w) < p(Jwl|).

Reduktion bildet w = x1 ...z, € £* auf eine Formel F' ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < F € SAT.

Die Variablen beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibtes NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeps(w) < p(|w|).

Reduktion bildet w = z1 ... 2, € £¥* auf eine Formel F' ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < F € SAT.

Die Variablen beschreiben das mégliche Verhalten von M [w]:

Zusti 4 t=0,....p(n) zustg =1 &

q €@ Zustand nach t Schritten ist ¢
pos; ; t=20,...,p(n) pos,; =1 <

i=—p(n),...pn) Kopfposition nach t Schritten ist ¢

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei 4 € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A e NP gibtes NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeys(w) < p(|w|).

Reduktion bildet w = 21 ... 2, € X* auf eine Formel F ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < F € SAT.

Die Variablen beschreiben das mégliche Verhalten von M [w]:

zZusty 4 t=0,....p(n) zustig =1 &
qgeq Zustand nach # Schritten ist ¢

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollistandig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibtes NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeys (w) < p(|w]).

Reduktion bildet w = x1 ... 2, € X* auf eine Formel F ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < F € SAT.

Die Variablen beschreiben das mdégliche Verhalten von M [w]:

Zusty 4 t=0,.... p(n) zusty g =1 <
qeQ Zustand nach # Schritten ist ¢
pos; ; t=0,..., p(n) pos,; =1 <

i = —p(n),...p(n) | Kopfposition nach t Schritten ist i
bandi ;o =1 &

bandi;q | i = —p(n),.... p(n) | Bandinhalt nach t Schritten

acl auf Bandposition i ist Zeichen a




Beweis (Forts.):
Sei @ ={q1,....q}und ' = {aq,.... a}.
F = RANANTTATOANE

R = /\[G(zustt,ql. o :ZUStt,Qk)
t

Beweis (Forts.):

7 = /\ [ZUSQ:Q N pos; ; A bandy ;i q
t,q.i,a
— V  (@ustiorg Aposiy iy A bandiyyia)]
(¢',0" y)Ed(q,a)
Ty = /\((ﬁposm- A band; o) — bandi 1)

ti,a

Beweis (Forts.):
Sei @ ={q,....qx}und I' = {aq, ..., a}.

F = RANANTYATOANE
R = /\[G(zustt!ql. <o zusty g ) A G(Pos, _pinys - POSt p(n)) A
t

Beweis (Forts.):
Sei Q@ ={aq1,..., grpund I'={ay, ..., ar}.

F = RANANTIANTOANE
R = /\[G(Zustf]ql, ooy zusty g ) A G(POS, _pnys - - s POSt p(n))
t




Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):
Sei @ ={q1,....q}und ' = {aq,.... a}. Sei @ ={q,....qx}und I' = {aq, ..., a}.
F = RANANTIATONE F = RANANTYATOANE
R = /\[G(zustt,ql. ooy zusty g ) AN G(POS; i)y - POSt p(n)) N R = /\[G(zustt!ql. <o zusty g ) A G(Pos, _pinys - POS p(n)
t t
/\ G(band;;q,. ..., bandy ; q,)] /\ G(bandy;q,.....band;; )]
A = zusty g,
Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):
Sei Q@ ={q1,...,qe} und I' = {ay,....q1}. Sei Q@ ={aq1,..., gry und I' = {as..... ar}.
F = RANANTIANTGANE F = RANANTIANTGANE
R = /\[G(zustm1 ..... zusty g, ) N G(POS _p(n)s « - - s POSt p(m)) N\ R = /\[G(Zustf]ql, ooy zusty g ) A G(pos, _pmnys - -
t t
/\ G(bandy ;... bandy; )] /\ G(bandy;,.....band,; )]
A = zustyg A posy A = zustyg A posyi A /\ bandg j .,
j=1




Beweis (Forts.):
Sei @ ={q1,....q}und ' = {aq,.... a}.

F = RANANTIATONE
R = /\[G(zustt,ql. ooy zusty g ) AN G(POS; i)y - POSt p(n)) N
t

\ G(bands ;. ... band;q)]

n
A = zustygy, A posyq A /\ bandp j ., N
j=1
0 p(n)
/\ baﬂd(]!j!D VAN /\ bandorj:D

i=—p(n) j=nt1

Beweis (Forts.):

Ty = /\ [zusty g A posy; A bandy ;o
t,q.i,a

Beweis (Forts.):
Sei @ ={q,....qx}und I' = {aq, ..., a}.

F = RANANTYATOANE
R = /\[G(zustt!ql. <o zusty g ) A G(Pos, _pinys - POSt p(n)) A
t

n
A = zustyg A posyy A /\ bandg j.; N
j=1
0 p(n)
A bandO,j,D A /\ baﬂdorjrm
j=—p(n) g=n+1

Beweis (Forts.):

Iy = /\ [zusti g A pos, ; A bandy i q
t.g.ta
— \/ (zusty 1,40 A POS; 41 jay N band; 1 ;ar)]

(¢',a',y)<d(q,a)




Beweis (Forts.): K CB = WXV \'6/ Beweis (Forts.):
T = /\ (zustt g A posy; A bandt ;o T = /\ [zustt g A pos,; A bandy i q
t,q,i,a t,q,i,a
— \/ (zustyy1,9 N POS;Lq vy A bandiy 1)l - \/ (zustyy1,q A POS;1q vy N bandii1qr)]
(¢'.a'y)€d(q,a) (¢',a’,y)€b(q,a)
I = /\ ((mpos;; A bandy ;o) — bandii1;.a) I = /\ ((mpos; ; A bandy i a) — bandiy1ia)
t,'i,a t’!ila
E = \/ \/ zUsty 4
t gel’
Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):
T = /\ (zusty g A pos; ; A bandy ; q 7 = /\ [zusty 4 A pos; ; N\ band; ; q
t,q.i,a t.g.i,a
— \/ (zusty 1,9 AN POSpLq iy AN bandyya)] — \/ (zusty 11,4 A POSpLq iy N bandyyy i ar)]
(¢',a"y)€b(q,a) (a',a",y)€b(q,a)
Ty = N((-posii Abandy;a) = bandyyia) Ty = N((~pos i Abandyia) = bandy )
ti,a ti,a
£ = \/ \/ zusty 4 £ = v v zusty 4
t qeF t qeF
T r—1 r
G(ur, ..., vp) 1= (\/ ;) A /\ /\ —(v; Avyg)
i=1 i=1 j=i+1
O




Beweis (Forts.):

Tl =

T =

/\ (zustt g A posy; A bandt ;o
t,q.i,a

-V
(¢',a’y)Ed(g.a)

/\ ((—=pos;; A bandy ;o) — bandiy1iq)

t,i,a

(zustiiq g N POS 1wy N bandy i1 .q4)]

Beweis (Forts.):

7 =

E =

/\ [zusty g A posy; A bandy ;o
t,q.i,a

-V
(¢',a"y)€d(q.a)

/\ ((—pos, ; A band, ; o) — band; 1 ;a)

ti,a

\/ \/ Zusty g

t geF

(zustiyq g A POSt 1 ity bandy1iar)]

(v1,..., Up) 1= \/ i) A /\ /\ —(v; A vy

i=1 j=i+1

Beweis (Forts.):
Sei Q@ ={q,.-.. et und T' = {aq, ..., a}.

F = RANANTYANTOANE
R = /\[G(zustt,ql .....  zusty g, ) A G(pos; _,
t
/\ G(bandiq,.. ... bandy; o,)]
A = zustyg A posyy A /\ bandg j.; N
j=1
p(n)
/\ bandy ;o A /\ bandy ;0
j=—p(n) j=n+l

Von der Losbarkeit zur Losung




Von der Losharkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Von der Losbarkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1,..., zg:

if £ ¢ SAT then output( “nicht loshar™)
else

for i:=1to k do

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei I eine Formel mit den Variablen xy. ..., 2:

if ' ¢ SAT then output( “nicht lésbar")

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F eine Formel mit den Variablen 1

if £ ¢ SAT then output( “nicht léshar™)
else
for i:=1to k do
if F[x; :=0] € SAT then b:=0else b:=1




Von der Losharkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei I' eine Formel mit den Variablen xq, . ... zy:
if "¢ SAT then output( “nicht l6sbar")
else

for i:=1to £ do
if F[z;:=0] € SAT then h:=0else b:=1
output(z; “=" b)
F = Fla; =)

Von der Losbarkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1,..., zg:
if £ ¢ SAT then output( “nicht loshar™)
else

for i :=1to / do
if Flz; :=0] e SAT then b:=0else b:=1
output(z; “=" b)
F = Flx;:= 1]

wobei  Flz:=5b = F mit x ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))
— Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - ([(n) +n))

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei I eine Formel mit den Variablen xy. ..., 2:
if ' ¢ SAT then output( “nicht lésbar")
else

for i :==1to k do
if F[r;:=0] € SAT then bh:=0else b:=1
output(z; "=" b)
F:=Flz;i:=1b
wobei Flr:=0b] = F mit x ersetzt durch b.
Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F eine Formel mit den Variablen x1.,..., zy:
if £ ¢ SAT then output( “nicht léshar™)
else

for i:=1to k do
if F[x; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(z; "=" b)
F = Flz;:=b

wobei  Flz:=b] = F mit x ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))
— Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - (f(n)+mn))
(falls es eine gibt.)

f(n) polynomiell = n - (f(n)+ n) polynomiell




Von der Losharkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei I' eine Formel mit den Variablen xq, . ... zy:
if "¢ SAT then output( “nicht l6sbar")
else

for i:=1to k do
if F[z;:=0] € SAT then h:=0else b:=1
output(z; “=" b)
F = Fla; =)
wobei F[x:=b] = F mit « ersetzt durch b.
Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))

— Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - (f(n) +n))
(falls es eine gibt.)

f(n) polynomiell = n - (f(n)+n) polynomiell
f(n) exponentiell = n - (f(n)+ n) exponentiell

Bemerkungen:

@ Die Reduzierung der Lésungsberechnung auf SAT ist eine rein
theoretische Konstruktion.

@ Sie zeigt, dass man sich auf SAT beschranken kann, wenn
man nur an polynomiell /exponentiell interessiert ist.
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o Jetzt:
NP-vollstandig = Hoffnung durch SAT
@ Paradigma:

SAT (Logik!) als universelle Sprache
zur Kodierung kombinatorischer Probleme

Reduktion auf SAT manchmal schneller als problemspezifische
Loser!

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL
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Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
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3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V, E) auf SAT:
@ Variablen = V' x {1.2.3}. Notatation: x;
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3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?
Lineare Reduktion von Graph G = (V| E) auf SAT:
e Variablen =V x {1,2,3}.

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?
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Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V. E') auf SAT:
@ Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: zy;
@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i

Instanz von SAT:
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Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V, E) auf SAT:
@ Variablen = V' x {1.2.3}. Notatation: x;
@ Interpretation: r,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe ¢

Instanz von SAT:
/\ G(xp1, 2p2, 103) A /\ (2wl Apl V xu2 Adry2 V 2y3 Aiy3)

velV (u,w)EE

Bemerkungen
e Zeigt 3COL <, SAT und damit 3COL € NP.
@ Zeigt nicht, dass 3COL NP-vollstindig ist.

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V| E) auf SAT:
e Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: x;
@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i

Instanz von SAT:

/\ G(xp1, Ty2, Ty3) A /\ g1 A1 V T2 Ay V Ty3 ATp3)
veV (uw,v)EE

Bemerkungen
o Zeigt 3COL <, SAT und damit 3COL € NP.

Ahnlich direkt polynomiell auf SAT reduzierbar:
e HAMILTON
e SUDOKU
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Mehr Information: Vorlesung Programmoptimierung
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