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Es miissen nicht immer TM sein:

Satz 4.65 (Matiyasevich 1970, Hilberts 10. Problem)

Es ist unentscheidbar, ob ein Polynom in n Variablen mit

ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat (€ 7).

Beweis:

H < Hy

Es missen nicht immer TM sein:

Satz 4.65 (Matiyasevich 1970, Hilberts 10. Problem)

Es ist unentscheidbar, ob ein Polynom in n Variablen mit
ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat (¢ Z™).

Bemerkungen

@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer




Bemerkungen
@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

o ZB gilt: Das Aquivalenzproblem

Eq = {u#wv | M, berechnet die gleiche Funktion wie M, }

Bemerkungen
@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

e ZB gilt: Das Aquivalenzproblem
Eq = {u#uv | M, berechnet die gleiche Funktion wie M}
ist schwerer als das Halteproblem:

H < Eq aber EFqgL H

@ Es gibt sogar eine unendliche Folge

Ap<A <Ay <o

Bemerkungen
@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

o ZB gilt: Das Aquivalenzproblem
Eq = {u#wv | M, berechnet die gleiche Funktion wie A, }
ist schwerer als das Halteproblem:

H < Eyq aber FqL H

4.10 Semi-Entscheidbarkeit




4.10 Semi-Entscheidbarkeit

Definition 4.66
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBt semi-entscheidbar (s-e) gdw

() = 1 fallsze A
ralts= 1 fallsz ¢ A

berechenbar ist.

Satz 4.67

Eine Menge A ist entscheidbar gdw sowohl A als auch A s-e sind.

Beweis:
»="1 Wandle TM fiir x4 in TM fiir \’; und X’g um:

Satz 4.67
Eine Menge A ist entscheidbar gdw sowohl A als auch A s-e sind.

Satz 4.67
Eine Menge A ist entscheidbar gdw sowohl A als auch A s-e sind.

Beweis:
»="1 Wandle TM fiir x4 in TM fiir /4 und X,Z um:

X, ja

A% XA nein

ja

ja




Beweis (Forts.):
ne="

Wandle TM M fiir /4 und TM Mo fiir XIZ in TM fiir y 4 um:

input(x);
for s:=0.1,2,... do
if Aly[z| hdlt in s Schritten then output(1); halt fi ;

Beweis (Forts.):

",

H“;

input(z);

for s:=0.1,2,... do
if My[x] halt in s Schritten then output(1); halt fi ;
if Ms[x] halt in s Schritten then output(0); halt fi

Formulierung mit Parallelismus:

input(x);
fiihre My [2] und My[x] parallel aus;
halt M7, gib 1 aus, halt Ms, gib 0 aus.

Wandle TM M fiir Xy und TM M> fiir X,Z in TM fiir y 4 um:

Beweis (Forts.):
”<:u:
Wandle TM M fiir x/; und TM M fiir x’z in TM fiir y 4 um:

input(x);

for s:=0,1,2.... do
if Aly[z] hdlt in s Schritten then output(1); halt fi ;
if AMy[z| hdlt in s Schritten then output(0); halt fi

Beweis (Forts.):

i,

ne—
Wandle TM M fiir x/y und TM M; fiir x’z in TM fiir y 4 um:

input(r);

for s:=0,1,2,... do
if Ay [x] halt in s Schritten then output(1); halt fi ;
if A5[x] halt in s Schritten then output(0); halt fi

Formulierung mit Parallelismus:

input(x);
fihre My [2z] und My[x] parallel aus;
halt My, gib 1 aus, halt Ms, gib 0 aus.

Lemma 4.68
Ist A< B und ist B s-e, so ist auch A s-e.




Definition 4.69
Eine Menge A heiBt rekursiv aufzdhlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A

gibt, so dass

A={f(0). (1), f(2)....}

Definition 4.69

Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A

gibt, so dass

A= {f(0). £(1). £(2)....}

Bemerkung:
e Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f(i) = f(j) fiir i # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Warnung: Rekursiv aufzahlbar # abzahlbar!

Definition 4.69
Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A

gibt, so dass

A= {f(0). f(1). /(2)....}

Bemerkung:
e Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f(i) = f(j) fir i # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Definition 4.69

Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A4

gibt, so dass

A= {f(0), f(1). F(2)....}

Bemerkung;:
e Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f(i) = f(j) fir i # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Warnung: Rekursiv aufzahlbar # abzihlbar!
o Rekursiv aufzdhlbar — abzihlbar




Definition 4.69
Eine Menge A heiBt rekursiv aufzéhlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A

gibt, so dass

A={f(0). (1), f(2)....}

Bemerkung;:
e Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f(i) = f(j) fir i # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Warnung: Rekursiv aufzdhlbar # abzihlbar!
@ Rekursiv aufzahlbar = abzahlbar

@ Aber nicht umgekehrt:
K C {0,1}* ist abzshlbar aber nicht rekursiv aufzihlbar (s.u.)

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Beweis:
Der Fall A = () ist trivial. Sei A # 0.

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.
Beweis:

Der Fall A = () ist trivial. Sei A # ().
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Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:




Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.
Beweis:

Der Fall A = () ist trivial. Sei A # 0.

W=

Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(z);
for i:=0,1.2.... do

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.
Beweis:

Der Fall A = () ist trivial. Sei A # 0.

”:>ll:

Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:
input(x);
for i:=0,1,2.... do

if f(i) = 2 then output(1); halt fi

a<="1 Wir nehmen an A C N.

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Bewelis:
Der Fall A = () ist trivial. Sei A # ().

0

w= .
Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(r);
for i:=0,1.2,... do
if f(i) =2 then output(1); halt fi

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.
Beweis:

Der Fall A = () ist trivial. Sei A # ().

”:>u:

Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(x);
for i1 :=0,1,2.... do
if f(i) = = then output(1); halt fi

»<="1 Wir nehmen an A C N.
Sei A semi-entscheidbar durch (zB) GOTO-Programm P.




Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.
Beweis:

Der Fall A = () ist trivial. Sei A # 0.

W=

Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(z);
for i:=0,1.2.... do
if f(i) =2 then output(1); halt fi

<"1 Wir nehmen an 4 C N.

Sei A semi-entscheidbar durch (zB) GOTO-Programm P.
Problem: P[i] muss nicht halten und darf daher nur
szeitbeschrankt" ausgefiihrt werden.

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.
Beweis:

Der Fall A = () ist trivial. Sei A # 0.

”:>ll:

Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(x);
for i:=0,1,2.... do
if f(i) = 2 then output(1); halt fi

=" Wir nehmen an A C N,

Sei A semi-entscheidbar durch (zB) GOTO-Programm P.
Problem: P[i] muss nicht halten und darf daher nur
»zeitbeschrankt" ausgefiihrt werden.

Gesucht: Paare (i, j) so dass P[i] nach j Schritten halt.
|dee: Bijektion N — N x N, gh Umkehrung von c.

Wi (() )

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Bewelis:
Der Fall A = () ist trivial. Sei A # ().

0

w= .
Sei A rekursiv aufzahlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(r);
for i:=0,1.2,... do
if f(i) =2 then output(1); halt fi

,<="" Wir nehmen an 4 C N.

Sei A semi-entscheidbar durch (zB) GOTO-Programm P.
Problem: P[i] muss nicht halten und darf daher nur
»zeitbeschrankt" ausgefiihrt werden.

Gesucht: Paare (i, j) so dass P[i] nach j Schritten halt.

Beweis (Forts.):
Sei d € A beliebig.




Beweis (Forts.):

Sei d € A beliebig.
Folgender Algorithmus berechnet eine Aufzihlung von A:

input(n);
if P[p1(n)] halt nach py(n) Schritten then output(py(n))
else output(d) fi

Beweis (Forts.):

Sei d € A beliebig.
Folgender Algorithmus berechnet eine Aufzahlung von A:

input(n);
if P[p1(n)] halt nach pa(n) Schritten then output(p;(n2))
else output(d) fi

Korrektheit:

Der Algorithmus halt immer und liefert immer ein Element aus A.

Vollstandigktheit: Sei a € A C N.
Dann hdlt Pla] nach einer endlichen Zahl k von Schritten.
Dann liefert die Eingabe n = ¢(a, k) die Ausgabe a.

Beweis (Forts.):

Sei d € A beliebig.
Folgender Algorithmus berechnet eine Aufzihlung von A:

input(n);
if P[p1(n)] halt nach pa(n) Schritten then output(py(n))
else output(d) fi

Korrektheit:
Der Algorithmus halt immer und liefert immer ein Element aus A.

Vollstandigktheit: Sei a € A C .
Dann halt Pla] nach einer endlichen Zahl & von Schritten.
Dann liefert die Eingabe n = die Ausgabe a. ]

Folgende Aussagen sind aquivalent:

@ A ist semi-entscheidbar




Folgende Aussagen sind dquivalent:
@ A ist semi-entscheidbar

o A ist rekursiv aufzahlbar

Satz 4.71

Die Menge I\ = {w | M,[w]|} ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die Funktion \'; ist wie folgt Turing-berechenbar:

Satz 4.71
Die Menge K = {w | M,,[w|l} ist semi-entscheidbar.

Satz 4.71
Die Menge K = {w | M,,[w]l} ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die Funktion \/; ist wie folgt Turing-berechenbar:

Bei Eingabe w simuliere die Ausfithrung von MMy, [w];
gib 1 aus.




Satz 4.71
Die Menge K = {w | M,[w|l} ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die Funktion \'; ist wie folgt Turing-berechenbar:

Bei Eingabe w simuliere die Ausfiihrung von M,,[w];
gib 1 aus. L]

@ Hier haben wir benutzt, dass man einen Interpreter/Simulator
fiir Turingmaschinen als Turingmaschine programmieren kann.

Satz 4.71
Die Menge I\ = {w | M,[w]|} ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die Funktion \'; ist wie folgt Turing-berechenbar:

Bei Eingabe w simuliere die Ausfithrung von M,,[w];
gib 1 aus. [l

@ Hier haben wir benutzt, dass man einen Interpreter/Simulator
fir Turingmaschinen als Turingmaschine programmieren kann.

@ Ein solcher Interpreter wird oft eine
Universelle Turingmaschine (U') genannt.

Korollar 4.72

K ist nicht semi-entscheidbar.

Satz 4.71
Die Menge K = {w | M,,[w|l} ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die Funktion Y’y ist wie folgt Turing-berechenbar:

Bei Eingabe w simuliere die Ausfiihrung von A, [w];
gib 1 aus. L]

o Hier haben wir benutzt, dass man einen Interpreter/Simulator
fiir Turingmaschinen als Turingmaschine programmieren kann.

@ Ein solcher Interpreter wird oft eine
Universelle Turingmaschine (I/) genannt.

Satz 4.71
Die Menge K = {w | M,,[w]l} ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Die Funktion \/; ist wie folgt Turing-berechenbar:

Bei Eingabe w simuliere die Ausfithrung von MMy, [w];
gib 1 aus. L

@ Hier haben wir benutzt, dass man einen Interpreter/Simulator
fiir Turingmaschinen als Turingmaschine programmieren kann.

@ Ein solcher Interpreter wird oft eine
Universelle Turingmaschine (U) genannt.

Korollar 4.72

K ist nicht semi-entscheidbar.

Semi-Entscheidbarkeit ist nicht abgeschlossen unter Komplement.




4.11 Die Satze von Rice und Shapiro

Die von der TM M, berechnete Funktion bezeichnen wir mit .
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Wir betrachten implizit nur einstellige Funktionen.
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Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.
Es gelte weder F' = () noch F = alle ber. Funkt.

4.11 Die Satze von Rice und Shapiro
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Wir betrachten implizit nur einstellige Funktionen.

Satz 4.73 (Rice)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

4.11 Die Satze von Rice und Shapiro
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berechnete Funktion Element F ist




4.11 Die Satze von Rice und Shapiro

Die von der TM M, berechnete Funktion bezeichnen wir mit .
Wir betrachten implizit nur einstellige Funktionen.

Satz 4.73 (Rice)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Es gelte weder F' = 0 noch F = alle ber. Funkt. (,,F nicht trivial")
Dann ist unentscheidbar, ob die von einer gegebenen TM M,
berechnete Funktion Element F' ist, dh ob ¢, € F.

Nicht-triviale semantische Eigenschaften von Programmen sind
unentscheidbar.

4.11 Die Satze von Rice und Shapiro

Die von der TM M, berechnete Funktion bezeichnen wir mit .
Wir betrachten implizit nur einstellige Funktionen.

Satz 4.73 (Rice)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Es gelte weder F' = () noch F' = alle ber. Funkt. (,F nicht trivial”)
Dann ist unentscheidbar, ob die von einer gegebenen TM M,
berechnete Funktion Element F' ist, dh ob ¢, € F.

Nicht-triviale semantische Eigenschaften von Programmen sind
unentscheidbar.

Beispiel 4.74

Es ist unentscheidbar, ob ein Programm
e irgendwo hilt. (F = {ow | Fz. My[z]l})
e iiberall hilt. (F = {ow | Vo. Myx]l})
e bei Eingabe 42 Ausgabe 42 produziert.

4.11 Die Satze von Rice und Shapiro

Die von der TM M, berechnete Funktion bezeichnen wir mit ¢,,.
Wir betrachten implizit nur einstellige Funktionen.

Satz 4.73 (Rice)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Es gelte weder F' =0 noch F' = alle ber. Funkt. (,,F nicht trivial")
Dann ist unentscheidbar, ob die von einer gegebenen TM M,
berechnete Funktion Element F' ist, dh ob @,, € F'.

Nicht-triviale semantische Eigenschaften von Programmen sind
unentscheidbar.

Beispiel 4.74

Es ist unentscheidbar, ob ein Programm
@ irgendwo halt. (F =A{¢w | . My[x]l})
o iiberall hilt. (F ={pw | Y. Myx]l})

Warnung
Es ist entscheidbar, ob ein Programm

@ linger als 5 Zeilen ist.

@ eine Zuweisung an die Variable 217 enhalt.




Beweis: Beweis:
Wir zeigen Cp := {w € {0,1}* | p, € F'} ist unentscheidbar. Wir zeigen C'p := {w € {0,1}* | ¢, € F'} ist unentscheidbar.
Fall 1: Q= (x+— 1) & F.

Beweis: Beweis:
Wir zeigen C'p == {w € {0.1}* | ¢, € F'} ist unentscheidbar. Wir zeigen Cp = {w € {0.1}* | ¢ € F'} ist unentscheidbar.
Fall 1: Q:=(z+— 1) & F. Fall 1. Q:=(x— 1) & F.
Wahle i € F' # () beliebig; sei u Kodierung einer TM mit ¢, = h.

Wshle h € F # () beliebig;




Beweis:

Wir zeigen Cp := {w € {0,1}* | ¢, € F'} ist unentscheidbar.

Fall 1: Q= (x> L) & F.

Wahle h € F' # 0 beliebig; sei u Kodierung einer TM mit o, = h.
Reduziere K auf Cp

Beweis:
Wir zeigen Cp := {w € {0, 1}" |y € F'} ist unentscheidbar.
Fall 1: Q:=(z+— 1) & F.

Wahle i € F # () beliebig; sei u Kodierung einer TM mit ¢, = h.

Reduziere i auf C'p (K < Cp) mit f:{0,1}* — {0, 1}*:
f(w) ist die Kodierung folgender TM:
Speichere die Eingabe x auf einem getrennten Band;
schreibe w#w auf die Eingabe und fithre U aus;
fiihre M, auf x aus.

Beweis:

Wir zeigen C'p := {w € {0,1}* | ¢, € F'} ist unentscheidbar.

Fall 1: Q= (x+— 1) & F.

Wihle h € F' # ) beliebig; sei u Kodierung einer TM mit ¢, = h.
Reduziere K auf Cp (K < Cp) mit f:{0,1}* — {0, 1}*:

Beweis:

Wir zeigen C'p 1= {w € {0.1}* | p € F'} ist unentscheidbar.

Fall 1. Q:=(x— 1) & F.

Wahle i € F' # () beliebig; sei u Kodierung einer TM mit ¢, = h.
Reduziere K auf C'p (K < Cp) mit f:{0,1}* — {0, 1}*

f(w) ist die Kodierung folgender TM:

Speichere die Eingabe x auf einem getrennten Band;
schreibe w#w auf die Eingabe und fithre U aus;
fiihre M, auf x aus.

falls| My [w]) | € EE

Damit gilt : {Q sonst &' _/_




Beweis:

Wir zeigen Cp := {w € {0,1}* | ¢, € F'} ist unentscheidbar.

Fall 1: Q= (x> L) & F.

Waihle h € F # ) beliebig; sei u Kodierung einer TM mit ¢, = h.
Reduziere K auf Cp (K < Cp) mit f:{0,1}* — {0, 1}*:

f(w) ist die Kodierung folgender TM:

Speichere die Eingabe & auf einem getrennten Band;
schreibe w#w auf die Eingabe und fithre U aus;
fihre M, auf o aus.

h falls My, [w]]

) sonst

Damit gilt ¢y = { und damit

we K < Mjw|l g Cfw) €EF & f(w)eCp

Satz 4.75 (Rice-Shapiro)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Beweis:

Wir zeigen C'p := {w € {0,1}* | ¢, € F'} ist unentscheidbar.

Fall 1: Q= (x+— 1) & F.

Wihle h € F' # ) beliebig; sei u Kodierung einer TM mit ¢, = h.
Reduziere K auf Cp (K < Cp) mit f:{0,1}* — {0, 1}*:

f(w) ist die Kodierung folgender TM:

Speichere die Eingabe 2 auf einem getrennten Band,;
schreibe w#w auf die Eingabe und fithre U aus;
fihre M, auf = aus.

h falls M, [wl])

() sonst

Damit gilt ) = { und damit

weK < Mjw|l @ Prw) €EF & f(w) e Cp

o e

Satz 4.75 (Rice-Shapiro)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.
Ist Cp = {w | ¢w € F'} semi-entscheidbar,




Satz 4.75 (Rice-Shapiro)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.
Ist Cr == {w | pw € F'} semi-entscheidbar,
so gilt fiir alle berechenbaren f:

f € F & es gibt eine endliche Teilfunktion g C f mit g € F'.

K
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Satz 4.75 (Rice-Shapiro)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.
Ist Cp = {w | pu € F'} semi-entscheidbar,
so gilt fiir alle berechenbaren f:

f € F < es gibt eine endliche Teilfunktion g C f mit g € F.

Beweis:
.= mit Widerspruch.
Sei f € F, so dass fiir alle endlichen g C f gilt g ¢ F'.

Satz 4.75 (Rice-Shapiro)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Ist Cp = {w | ¢w € F'} semi-entscheidbar,

so gilt fiir alle berechenbaren f:

f € F & es gibt eine endliche Teilfunktion g C f mit g € F.

Beweis:
»=" mit Widerspruch.

Satz 4.75 (Rice-Shapiro)

Sei F' eine Menge berechenbarer Funktionen.

Ist Cp = {w | ¢w € F'} semi-entscheidbar,

so gilt fiir alle berechenbaren f:

f € F & es gibt eine endliche Teilfunktion g C f mit g € F.

Beweis:

=" mit Widerspruch.

Sei f € F, so dass fiir alle endlichen g C f gilt g € F'.
Wir zeigen K < C'p womit C'p nicht semi-entscheidbar ist.




Beweis (Forts.):
Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

Beweis (Forts.):

Reduktion K < Cp mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:
Bei Eingabe t simuliere ¢ Schritte von M,,[w].
Halt diese Berechnung in <t Schritten, gehe in eine endlos Schleife,
sonst berechne f(7).

Wir zeigen
weK & hiw)eCp

Beweis (Forts.):

Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:
Bei Eingabe ¢ simuliere t Schritte von M,,[w].
Hailt diese Berechnung in < ¢ Schritten, gehe in eine endlos Schleife,
sonst berechne f(t).

Beweis (Forts.):

Reduktion K < Cp mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:
Bei Eingabe t simuliere t Schritte von M,,[w].
Hailt diese Berechnung in < ¢ Schritten, gehe in eine endlos Schleife,
sonst berechne f(t).

Wir zeigen
weK & hw)eCp

o weKN — ~Mywll




Beweis (Forts.):

Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:
Bei Eingabe ¢ simuliere t Schritte von M,,[w].
Halt diese Berechnung in <t Schritten, gehe in eine endlos Schleife,
sonst berechne f(?).

Wir zeigen B
we K < h(w)eCp

o we K = -M,wl] = Phw) = JEF = h(w) € Cp
e Falls w ¢ K dann hilt M, [w] nach ¢ Schritten.

Beweis (Forts.):
Reduktion K < Cp mit h: {0,1}* — {0, 1}*:
h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe t simuliere ¢ Schritte von M,,[w].

Halt diese Berechnung in <t Schritten, gehe in eine endlos Schleife,

sonst berechne f(?).

Wir zeigen
weK & hiw)eCp

o we K = ~Mylwll = ¢pu) = feF = h(w) € Cp
e Falls w ¢ K dann hilt M, [w| nach t Schritten.
Damit gilt: pp(y) ist f eingeschrankt auf {0,... =1},
Nach Annahme folgt vp () € F

Beweis (Forts.):

Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:
Bei Eingabe ¢ simuliere t Schritte von M,,[w].
Hailt diese Berechnung in < ¢ Schritten, gehe in eine endlos Schleife,
sonst berechne f(?).

Wir zeigen
weK & h(w)eCp

o we N = —-Myw|l] = Chw) = JEF = h(w) € CF
e Falls w ¢ K dann halt M, [w] nach ¢ Schritten.
Damit gilt: ©p(w) ist f eingeschrankt auf {0,....7 —1}.

Beweis (Forts.):

Reduktion K < Cp mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:
Bei Eingabe t simuliere t Schritte von M,,[w].
Hailt diese Berechnung in < ¢ Schritten, gehe in eine endlos Schleife,
sonst berechne f(t).

Wir zeigen
weK < hw)eCp

o we K = - Myuwl] = Ohw) = fEF = h(w) € Cp
e Falls w ¢ K dann halt M, [w| nach t Schritten.
Damit gilt: pp() ist f eingeschrankt auf {0,....# —1}.
Nach Annahme folgt vp(y € F, dh h(w) € Cp.




Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):
Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0, 1}*: »<=" mit Widerspruch.

Sei f berechenbar, sei ¢ C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F.
Wir zeigen K < Cr womit C'r nicht semi-entscheidbar ist.

Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):

<" mit Widerspruch. »<=" mit Widerspruch.

Sei f berechenbar, sei g C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F'. Sei f berechenbar, sei ¢ C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F'.
Wir zeigen K < C'p womit Cp nicht semi-entscheidbar ist. # Wir zeigen K < C'p womit C'p nicht semi-entscheidbar ist.
Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0, 1}*: Reduktion K < Cp mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM: h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe t, teste ob ¢ im endlichen Def.ber. von g ist.
Wenn ja, berechne f(?),
sonst simuliere A/, [w] und berechne dann f(?).




Beweis (Forts.):

»<=" mit Widerspruch.
Sei f berechenbar, sei ¢ C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F'.
Wir zeigen K < C'r womit CF nicht semi-entscheidbar ist. #
Reduktion K < Cg mit h: {0,1}* — {0, 1}*:
h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe 7, teste ob t im endlichen Def.ber. von g ist.

Wenn ja, berechne f(t),
sonst simuliere AL, [w] und berechne dann f(7).

Wir zeigen
weK < h(w)eCp

Beweis (Forts.):

<" mit Widerspruch.

Sei f berechenbar, sei g C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F.
Wir zeigen K < C'p womit Cp nicht semi-entscheidbar ist. #
Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe £, teste ob t im endlichen Def.ber. von g ist.
Wenn ja, berechne f(t),
sonst simuliere AL, [w] und berechne dann f(?).

Wir zeigen
weK & h(w)eCp

o we K = —Myuw]| = Phw) =9 € F = h(w) € CF
o wd K = Myuw]l

Beweis (Forts.):

,<="" mit Widerspruch.

Sei f berechenbar, sei ¢ C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F.
Wir zeigen K < Cr womit C'r nicht semi-entscheidbar ist.
Reduktion K < Cp mit h: {0,1}* — {0, 1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe t, teste ob t im endlichen Def.ber. von g ist.
Wenn ja, berechne f(1),

sonst simuliere 1/, [w]| und berechne dann f(7).

Wir zeigen
w e IT@I,(U') e CF

o we R = —M,uw]l

Beweis (Forts.):

»<=" mit Widerspruch.

Sei f berechenbar, sei g C f endlich mit g € F', aber sei f ¢ F.
Wir zeigen K < C'p womit C'p nicht semi-entscheidbar ist.
Reduktion K < C'p mit h: {0,1}* — {0,1}*:

h(w) ist die Kodierung folgender TM:

Bei Eingabe t, teste ob ¢ im endlichen Def.ber. von g ist.
Wenn ja, berechne f(?),
sonst simuliere A/, [w] und berechne dann f(?).

Wir zeigen
weK & hw)eCp

o we K = —Myw]] = Chw) =9 € F = h(w) € CF
ow¢g K = Mywll = ¢puy=f¢F = h(w) ¢ Cp
[




Rice-Shapiro (in Kurzform): Cr = {w

Py € F} se =

Rice-Shapiro (in Kurzform): Cp == {w | ¢, € F'} s-e =
f € F & es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F'.
Ein Programm heiBt terminierend gdw es fiir alle Eingaben halt.

Korollar 4.76

e Die Menge der terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.

Rice-Shapiro (in Kurzform): Cr == {w | ¢, € F} se =
f € F < es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F'.

Rice-Shapiro (in Kurzform): Cp := {w | ¢, € F} se =
f € F' < es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F.

Ein Programm heiBt terminierend gdw es fiir alle Eingaben halt.

Korollar 4.76

@ Die Menge der terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.

e Die Menge der nicht-terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.




Py € F} se =

Rice-Shapiro (in Kurzform): Cr = {w
f € F < es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F.
Ein Programm heiBt terminierend gdw es fiir alle Eingaben halt.
Korollar 4.76
e Die Menge der terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.
e Die Menge der nicht-terminierenden Programme ist nicht

semi-entscheidbar.

Beweis:

@ [ := Menge aller berechenbaren totalen Funktionen.

Rice-Shapiro (in Kurzform): Cp == {w | ¢, € F'} s-e =
f € F & es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F'.
Ein Programm heiBt terminierend gdw es fiir alle Eingaben halt.
Korollar 4.76
e Die Menge der terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.
e Die Menge der nicht-terminierenden Programme ist nicht

semi-entscheidbar.

Beweis:

o [ := Menge aller berechenbaren totalen Funktionen.
Sei f € F. Jede endliche g C f ist echt partiell, dh g € F'.
Also kann C'r nicht semi-entscheidbar sein.

@ [ := Menge aller berechenbaren nicht-totalen Funktionen.
Sei f total und berechenbar. Damit f & F.

Rice-Shapiro (in Kurzform): Cr == {w | p,, € F} se =
f € F < es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F.
Ein Programm heiBt terminierend gdw es fiir alle Eingaben halt.
Korollar 4.76
o Die Menge der terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.
o Die Menge der nicht-terminierenden Programme ist nicht

semi-entscheidbar.

Beweis:

@ F':= Menge aller berechenbaren totalen Funktionen.
Sei f € F. Jede endliche g C f ist echt partiell, dh g ¢ F'.
Also kann C'y nicht semi-entscheidbar sein.

@ F':= Menge aller berechenbaren nicht-totalen Funktionen.

Rice-Shapiro (in Kurzform): Cp :={w | ¢, € ['} s-e =
f € F' < es gibt endliche Funkt. ¢ C f mit g € F.
Ein Programm heiBt terminierend gdw es fiir alle Eingaben halt.
Korollar 4.76
@ Die Menge der terminierenden Programme ist nicht
semi-entscheidbar.
e Die Menge der nicht-terminierenden Programme ist nicht

semi-entscheidbar.

Beweis:

@ F':= Menge aller berechenbaren totalen Funktionen.
Sei f € F. Jede endliche g C f ist echt partiell, dh g & F.
Also kann C'r nicht semi-entscheidbar sein.

@ F':= Menge aller berechenbaren nicht-totalen Funktionen.
Sei f total und berechenbar. Damit f & F'.
Aber jede endliche g C fistin F.




Grenzen automatischer Terminationsanalyse von Programmen Grenzen automatischer Terminationsanalyse von Programmen

@ Termination ist unentscheidbar (Rice): e Termination ist unentscheidbar (Rice):
Klare Ja/Nein Antwort unmoglich.

e Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):

Grenzen automatischer Terminationsanalyse von Programmen Grenzen automatischer Terminationsanalyse von Programmen
@ Termination ist unentscheidbar (Rice): e Termination ist unentscheidbar (Rice):
Klare Ja/Nein Antwort unmdglich. Klare Ja/Nein Antwort unméglich.
e Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro): e Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):
Es gibt kein Zertifizierungs-Programm, Es gibt kein Zertifizierungs-Programm,
das alle terminierenden Programme erkennt. das alle terminierenden Programme erkennt.

@ Nicht-Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):




Grenzen automatischer Terminationsanalyse von Programmen

@ Termination ist unentscheidbar (Rice):
Klare Ja/Nein Antwort unmaoglich.
e Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):
Es gibt kein Zertifizierungs-Programm,
das alle terminierenden Programme erkennt.
@ Nicht-Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):

Es gibt keinen perfekten Bug Finder,
der alle nicht-terminierenden Programme erkennt.

4.12 Das Postsche Korrespondenzproblem

Grenzen automatischer Terminationsanalyse von Programmen

e Termination ist unentscheidbar (Rice):
Klare Ja/Nein Antwort unmoglich.

e Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):
Es gibt kein Zertifizierungs-Programm,
das alle terminierenden Programme erkennt.

@ Nicht-Termination ist nicht semi-entscheidbar (Rice-Shapiro):
Es gibt keinen perfekten Bug Finder,
der alle nicht-terminierenden Programme erkennt.

Aber es gibt machtige heuristische Verfahren, die fiir
relativ viele Programme aus der Praxis (Geratetreiber)

@ Termination beweisen konnen, oder

@ Gegenbeispiele finden kénnen.

4.12 Das Postsche Korrespondenzproblem
Gegeben beliebig viele Kopien der 3, Spielkarten”

o] [ [0]
© 0




4.12 Das Postsche Korrespondenzproblem
Gegeben beliebig viele Kopien der 3, Spielkarten”

o] [ [0
o0 i1 o

gibt es dann eine Folge dieser Karten

so dass oben und unten das gleiche Wort steht?

Definition 4.77 (Postsche Korrespondenzproblem, Post's
Correspondence Problem, PCP)

Gegeben: Eine endliche Folge (21,41),- ... (7k. yx), wobei
T,y €N

4.12 Das Postsche Korrespondenzproblem
Gegeben beliebig viele Kopien der 3 ,,Sp|e|karten

Kurz: 1,2,1,3.

Definition 4.77 (Postsche Korrespondenzproblem, Post's
Correspondence Problem, PCP)

Gegeben: Eine endliche Folge (x1,91).--.. (k. yr), wobei
ziy; € B

Problem: Gibt es eine Folge von Indizes i1, .... in€{l...., k},
n> 0, mit xy, ., = Yig - Yig !




Definition 4.77 (Postsche Korrespondenzproblem, Post's
Correspondence Problem, PCP)

Gegeben: Eine endliche Folge (x1,41), ..., (2. yz), wobei
Ti Y € 0T

Problem: Gibt es eine Folge von Indizes iy, ..., in€{l,....k},

n>0, mit x, oo w, =Y Yy !

Dann nennen wir iq. ..., i, eine Losung des Problems
(@1, 1) - (ke Yk).

Definition 4.77 (Postsche Korrespondenzproblem, Post’s
Correspondence Problem, PCP)

Gegeben: Eine endliche Folge (21.41). ..., (2, yr), wobei

Ty y; € BT,
Problem: Gibt es eine Folge von Indizes iy, .... in€{l.....k},
n> 0, mit z, .o x, = Yig o Yin !
Dann nennen wir iy...., i, eine Losung des Problems
(1. 91)s o (Ths Yk -
Beispiel 4.78

e Hat (1,111), (10111,10), (10,0) eine Lésung? 2,1,1,3




