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Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte Existenzquantor
dr <n. P(x) =: Q(n)

denn:

Q(0) P(0)
Qn+1) = Qn)+Pn+1)x(1=-0Q(n))

B 1 falls P(n+1)
B (;)(n) sonst

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte Existenzquantor
dr <n. Plz) =: Q(n)

denn:

Q(0) P(0)
Qn+1) = Q)+ Pn+1)x(1-0Q(n))

1 falls P(n+ 1)
Q(n) sonst

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschriankte Existenzquantor
Jdr<n. Plx) =: Qn)

denn:

Q(0) P(0)
Qn+1) = Q)+ Pn+1)x(1=-0Q(n))

1 falls P(n+ 1)
B Q(n) sonst




4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

4.6 PR = LOOP
Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

r+y+1 o
clxr,y) = (i ; ) t+r=(r+y)z+y+1)/2+=x

ist eine Bijektion zwischen N? und N.
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4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

r+y+1 .
co(x,y) = (I 3 ) +r=(x+y)le+y+1)/2+zx

ist eine Bijektion zwischen N? und N.

4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
odierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.




4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

r+y+1 B
clr.y) = (i ; ) +r=(r+y)(e+y+1)/2+=x

ist eine Bijektion zwischen N? und N.
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Die Funktion 2 — () ist PR:

| () - o
(1) - ()

4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

r+y+1 .
c(r,y) = (I ; ) +r=(x+y)le+y+1)/2+zx

ist eine Bijektion zwischen N? und N.

o] 1] 2] 3]...
ool 2] 5] 9
L[ 1] 4] 813
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Die Funktion 2 — (5) ist PR:
0
9
n-+1 B n
9 — )T

Mit Komposition ist auch ¢ PR:

r+y+1
co(r,y) = (1 ;/ ) + a




Mit ¢ kodiert man & + 1 Tupel:

(ng,ni,..., ng) = ec(np,e(ng,. .., c(ng,0)...))

Mit ¢ kodiert man k& + 1 Tupel:
(ng,ni,...,ng) = e(ng,e(ng,..., c(ng,0)...))
Wir brauchen die Umkehrfunktionen p; und pa von ¢:

pr(e(z,y)) =z pale(z,y)) =y

Mit ¢ kodiert man &k + 1 Tupel:

(no,ni, ..., ng)y = c(no,c(ny, ..., c(ng.0)...))

Wir brauchen die Umkehrfunktionen p1 und pa von c:

pile(z,y)) = palc(r,y) =y

Damit kann man Projektionsfunktionen auf Tupeln definieren:

do(n) = pi(n)
di(n) = p(pa(n))
dp(n) =

pr(pa...pa(n)...)
N —’
k

Mit ¢ kodiert man & + 1 Tupel:
(ng,n1, ..., ng) = c(no,c(ng,..., c(ng,0)...))
Wir brauchen die Umkehrfunktionen py und pa von ¢:
pile(z,y)) =z pole(z.y) =y

Damit kann man Projektionsfunktionen auf Tupeln definieren:

do(n) = pi(n)

di(n) = pi(p2(n))

di(n) = pi(pa...pa(n)...)
e —

Sind pq,p2 PR, so auch dp, ..., dy..




Satz 4.40
Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:

maz{r <n|3Jy <n.c(r.y) =n}
mar{y <n | 3wz <n.e(r,y) =n}

p1(n)
pa(n)

Satz 4.40
Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:

maz{r <n|3Jy < n. c(r.y) =n}
maz{y <n|3dr < n. e(r.y) =n}

pi(n)
pa(n)

Beweis:
Alle Funktionen in der Def_imtion der p; sind PR,
auch der Gleichheitstest (Ubung!).

Satz 4.40

Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:
pi(n) = max{r <n|3Jy <n. clry)=n}
pa(n) = max{y <n|3Jr <n.c(ry)=n}

Beweis:
Alle Funktionen in der Definition der p; sind PR,

Satz 4.40

Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar:
pi(n) = max{r<n|3dy <n. =n}
pa(n) = max{y <n|3x <n. ¢ —n}

Beweis:

Alle Funktionen in der Definition der p; sind PR,
auch der Gleichheitstest (Ubung!).

Die p; sind die Umkehrfunktionen von ¢ denn:

@ Es gibt zu jedem n eindeutige = und y mit ¢(z,y) =




Satz 4.41 (PR = LOOP)

Satz 4.40 . : . .

Die Umkehrfunktionen von ¢ sind PR definierbar- Die pr.rmftrv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

pi(n) = mar{zr <n|3y <n. clr.y)=n}
pa(n) = mar{y <n|3Jz <n. clr.y)=n}

Beweis:

Alle Funktionen in der Definition der p; sind PR,

auch der Gleichheitstest (Ubung!).

Die p; sind die Umkehrfunktionen von ¢ denn:

@ Es gibt zu jedem n eindeutige = und y mit ¢(x,y) = n.
(Bijektivitat von ¢)
o = <c(r,y)und y < e(x,y).
Damit findet die beschrankte Suche immer die gesuchten = und .
U

Satz 441 (PR = LOOP) Satz 441 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren

Funktionen. Funktionen.

Beweis: Beweis:

LOOP — PR: LOOP — PR:
Sei f: N™ — N LOOP-herechenbar.
Dann gibt es ein LOOP-Programm P (mit Variablen xq. ... .: k),

das f berechnet.




Satz 4.41 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Beweis:
LOOP — PR:
Sei f: N™ — N LOOP-berechenbar.

Dann gibt es ein LOOP-Programm P (mit Variablen zg, .. ..: k),

das f berechnet.
Mit Induktion iiber die Struktur von P
konstruieren wir eine PR Funktion gp mit

Satz 4.41 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Beweis:

LOOP — PR:

Sei f:N™ — N LOOP-herechenbar.

Dann gibt es ein LOOP-Programm P (mit Variablen zy,...,: k),
das f berechnet.

Mit Induktion iiber die Struktur von P

konstruieren wir eine PR Funktion gp mit

gp({ao, . ... ar)) = (bo, ..., br.)
Belegung der Variablen Belegung der Variablen
beim Start von P am Ende von PP

Beweis (Forts.):

e P st &Iy = .f‘j:t(‘:

Beweis (Forts.):
o Pist Ti =Ty + e

gp(x) = {do(z),. .., di—i(x).dj(x) £ e, digr(x). . ... di(x))




Beweis (Forts.):
@ Pistu; := Tj
gp(x) = {dp(x),..., di—1(x),dj(z) £ . dip1(x),. ... dr(x))

e [Pist ); R:

Beweis (Forts.):
e Pist €Trj = Iy + ¢
gp(x) = {do(x),.. .. di—1(x),dj(x) £ . dip1(x), ..., di(x))

o Pist ;R gp(x) = grlgg(r))
e P ist LOOP x; DO () END:

h(0,x) = =
hin+1,x) = gg(h(n.x))

gp(z) = h{di(x).)

gp(x) berechnet den Zustand nach d;(x) Iterationen von Q.

Beweis (Forts.):
@ Pista; := Tt
gp(x) = (do(x),..., di—1(x).dj(x) £ e dip1(x), ..., di(z))

o Pist Q;R: gp(x) = grlgq(x))

Beweis (Forts.):
o Pist Ti =Ty + e
gp(x) = {do(z),. .., di—i(x).dj(x) £ e, digr(x). . ... di(x))

o Pist Q; R gp(xr) = gr(go(r))
@ P ist LOOP x; DO () END:

h(O,2) = =
hin+1.x) = gg(h(n,x))
gp(z) = h(di(x),x)
gp(x) berechnet den Zustand nach d;(x) lterationen von ().

Berechnet P die Funktion f: N™ — N, dann ist f PR denn

flag,. .., tm) = do(gp({0,21,...2m,0,..., 0))).
— e’

k—m




Beweis (Forts.): PR — LOOP Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF  NPR. Sei f:NF - NPR.
Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet:

o O
£Zrog 1= 0
Beweis (Forts.): PR — LOOP Beweis (Forts.): PR — LOOP
Sei [ :NF — N PR. Sei f:NF 5 N PR.
Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet: LOOP-Programm P, das [ berechnet:
e O o (:
xg := 0 xg =0
e Nachfolger-Funktion: @ Nachfolger-Funktion:
xg = + 1 rg = + 1
@ Projektions-Funktionen, zB ﬁg{.f'l..l‘g..l‘g) = 9!

g = I9




Beweis (Forts.): PR — LOOP Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF  NPR. Sei f:NF - NPR.
Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet: LOOP-Programm Py, das f berechnet:
o O o O
xp := 0 rg =0
@ Nachfolger-Funktion: e Nachfolger-Funktion:
T = axq + 1 g = a1 + 1
e Projektions-Funktionen, zB n%(.z'l..rg..rg) = 19: e Projektions-Funktionen, zB 71’%{.1‘1.,1’2..1’3) = 19:
ZTp = X9 €rog T a9
e Komposition, zB f(x1,29) = g(h1(x1.22), ha(x1, 22)): e Komposition, zB f(x1,22) = g(h1(x1,22), ha(x1, 22)):
Pr,; x15 = xo; Pnys a1 1= 1155 22 1= x0; Py
Beweis (Forts.): PR — LOOP Beweis (Forts.):

Sei [ :NF — N PR.

Mit Induktion iiber die Erzeugung von f konstruieren wir ein e Primitive Rekursion:

LOOP-Programm Py, das f berechnet: 107 = (@)
° 0 fly+1.7) = h(f(y,T),y.7)
xg := 0
e Nachfolger-Funktion:
xp = w1 + 1

@ Projektions-Funktionen, zB K%(,l'l..l‘g..?’g) = 19!
rp 1= I9
e Komposition, zB f(x1,29) = g(h1(x1,x2), ha(x1, x2)):
Prys w15 = wo; Fhy; w1 oi= as; wa i= wo; By
Funktions-Komposition wird simuliert durch
Hintereinanderausfiilhrung (;) wobei Argumente und
Zwischenergebnisse in separaten Variablen
zwischengespeichert werden miissen.




Beweis (Forts.):

@ Primitive Rekursion:

f0,7) = g(T)
fly+1.7) = h(f(y.T).y,T)

Folgendes LOOP-Programm berechnet f(y,x):

ro= g(T);
k := 0;
LOOP y DO
roi= h(r,kT)
ko= k+1;
END
rg 1= 1

Reversible Kodierung endlicher Zahlenfolgen als Zahlen:

{0,.... k}* Kodiere (iy..... in) als Zahl iy ...i, zur Basis k.

Reversible Kodierung endlicher Zahlenfolgen als Zahlen:

Reversible Kodierung endlicher Zahlenfolgen als Zahlen:

{0,..., k}* Kodiere (iq,. .., in) als Zahl iy ... i, zur Basis k.

N™ Mit iterierter Paarfunktion ¢: (i1, ..., in)
NB n muss beim Dekodieren bekannt sein denn zB
1=1¢(0,1) = ¢(0.¢(0,1)).

N* Auch mit (...} reversibel kodierbar (Ubung)




Reversible Kodierung endlicher Zahlenfolgen als Zahlen:

{0,..., k}* Kodiere (iq, ..., in) als Zahl iy ... i, zur Basis k.

N™ Mit iterierter Paarfunktion e: {iy,. .., in)
NB 7 muss beim Dekodieren bekannt sein denn zB
1=1¢(0,1) = ¢(0,e(0,1)).

IN* Auch mit (...) reversibel kodierbar (Ubung)

N* Kodiere (i1,. ... in) als 201372 ... pin
wobei py, die n-te Primzahl ist.

Reversible Kodierung endlicher Zahlenfolgen als Zahlen:

{0,.... k}* Kodiere (i, ..., in) als Zahl iy ... 4, zur Basis k.

N™ Mit iterierter Paarfunktion ¢: (iy,. .., in)
NB n muss beim Dekodieren bekannt sein denn zB
1=1¢(0,1) = ¢(0,e(0,1)).

N* Auch mit (...} reversibel kodierbar (Ubung)
N* Kodiere (iy,..., in) als 201322 ... pin

wobei p,, die n-te Primzahl ist.
Dekodierung = Primzahlzerlegung

4.7 Die u-rekursiven Funktionen

4.7 Die p-rekursiven Funktionen

@ Mit PR kann man nur beschriankt suchen: n..... 0.




4.7 Die pi-rekursiven Funktionen 4.7 Die p-rekursiven Funktionen

e Mit PR kann man nur beschrankt suchen: n, ..., 0. @ Mit PR kann man nur beschrankt suchen: n, ..., 0.
@ Die unbschrinkte Suche 0, ... erfordert so etwas wie @ Die unbschrankte Suche 0, ... erfordert so etwas wie
fn) = ... f(n+1)... fn) = ...fln+1)...
@ Der p-Operator formalisiert diese Art der Suche.
@ Damit erhilt man alle berechenbaren Funktionen.
@ Andere Such- bzw Rekursionsschemata sind (im Prinzip!)
nicht notwendig.
4.7 Die p-rekursiven Funktionen Definition 4.42 (p-Operator)
o Mit PR kann man nur beschrinkt suchen: n. ... 0 Sei f: N¥*1 5 N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
@ Die unbschriankte Suche 0, ... erfordert so etwas wie
fln) = ... f(n+1)...
e Der p-Operator formalisiert diese Art der Suche.

Damit erhilt man alle berechenbaren Funktionen.

Andere Such- bzw Rekursionsschemata sind (im Prinzip!)
nicht notwendig.

Notation: f(n) = L bedeutet , f(n) ist undefiniert."




Definition 4.42 (;-Operator)
Sei f:NF! 5 N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.

Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
pf : NF — N ist definiert durch:

Definition 4.42 (p-Operator)
Sei f:NFt! 5 N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.

Die durch Anwendung des pi-Operators entstehende Funktion
pf : NF — Nist definiert durch:

Intuitiv. pf(7) = find(0,7)
find(n.z) =if f(n,7) =0 then n else find(n+1,7)

Definition 4.42 (-Operator)
Sei f: N*1 5 N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.

Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
pf - NF — N ist definiert durch:

min{n € N| f(n,7) =0} falls

ein solches n existiert und
f(m,T) # L firallem <n

1 sonst

Intuitiv. pf(T) = find(0,T)
find(n,T) =if f(n,7) =0 then n else find(n+1,7)

Definition 4.42 (p-Operator)

Sei f: N¥*1 5 N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des pi-Operators entstehende Funktion
pf - NF — N ist definiert durch:

min{n € N| f(n,7) =0} falls
ein solches n existiert und
f(m,T) # L firalle m <n

1 sonst

Intuitiv: pf(T) = find(0.7)
find(n,7) =if f(n,7) =0 then n else find(n+1,7)

Beispiel 4.43

Ist f(n,x)
dannist pf(x) =

r—(n+n)




Definition 4.42 (;-Operator) Definition 4.44 (1R)

Sei f:NF! 5 N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion. Die Menge der pu-rekursiven Funktionen ist die kleinste Teilmenge
Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion aller (nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
pf : NF 5 Nist definiert durch: Basisfunktionen (0, +1, 7F) enthilt

min{n € N| f(n.T) =0} falls

ein solches n existiert und
f(m,T) # L fiiralle m < n

1 sonst

Intuitiv: pf(Z) = find(0,T)
find(n,z) =if f(n,x) =0 then n else find(n+1,7)

Beispiel 4.43 .

st Jn,x) = ax—(n+mn)

dannist  pf(r) = [x/2]

Definition 4.44 (1R) Definition 4.44 (uR)

Die Menge der ji-rekursiven Funktionen ist die kleinste Teilmenge Die Menge der ji-rekursiven Funktionen ist die kleinste Teilmenge
aller (nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die aller (nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
Basisfunktionen (0, +1, ",f”) enthilt und alle Funktionen, die man Basisfunktionen (0, +1, "f‘) enthilt und alle Funktionen, die man
hieraus durch (evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition, hieraus durch (evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition,
primitiver Rekursion oder des ;-Operators erzeugen kann. primitiver Rekursion oder des ;-Operators erzeugen kann.

Satz 4.45 (R = WHILE)

Die pi-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.




Definition 4.44 (1R)

Die Menge der p-rekursiven Funktionen ist die kleinste Teilmenge
aller (nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
Basisfunktionen (0, +1, 7F) enthilt und alle Funktionen, die man
hieraus durch (evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition,
primitiver Rekursion oder des ji-Operators erzeugen kann.

Satz 4.45 (R = WHILE)

Die p-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.

Beweis: als Erganzung des Beweises von PR = LOOP.

Definition 4.44 (1R)

Die Menge der ji-rekursiven Funktionen ist die kleinste Teilmenge
aller (nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
Basisfunktionen (0, +1, ”,f”) enthalt und alle Funktionen, die man
hieraus durch (evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition,
primitiver Rekursion oder des ;-Operators erzeugen kann.

Satz 4.45 (R = WHILE)

Die p-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.

Beweis: als Ergdnzung des Beweises von PR = LOOP.
R — WHILE:

Fall pof: Nach IA gibt es ein WHILE-Programm fiir f.
Dann ist o f auch WHILE-berechenbar:

xg = 0; y := f(0.7);
WHILE y # 0 DO xg := xp + 1; y := f(xo,T) END

Definition 4.44 (1R)

Die Menge der pu-rekursiven Funktionen ist die kleinste Teilmenge
aller (nicht notwendigerweise totalen) Funktionen, die die
Basisfunktionen (0, +1, 7¥) enthilt und alle Funktionen, die man
hieraus durch (evtl. wiederholte) Anwendung von Komposition,
primitiver Rekursion oder des ;i-Operators erzeugen kann.

Satz 4.45 (1R = WHILE)

Die p-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.

Beweis: als Ergdnzung des Beweises von PR = LOOP.
#R — WHILE:
Fall ;¢f: Nach 1A gibt es ein WHILE-Programm fiir f.

Beweis (Forts.):

WHILE — ;R:
Fall P ist WHILE z; 75 0 DO Q END




Beweis (Forts.):

WHILE — uR:
Fall P ist WHILE x; # 0 DO () END

Nach |A gibt es eine Funktion g die () berechnet.

Beweis (Forts.):

WHILE — uR:
Fall P ist WHILE x; # 0 DO () END

Nach IA gibt es eine Funktion gg die () berechnet.

Dann ist gp wie folgt definierbar:

h(0,z) = =z
hin+1,z) = gg(h(n,x))

Beweis (Forts.):

WHILE — nR:

Fall P ist WHILE x; # 0 DO () END

Nach IA gibt es eine Funktion g die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:

Beweis (Forts.):

WHILE — pR:

Fall P ist WHILE z; # 0 DO () END

Nach IA gibt es eine Funktion g die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:

h(0,2) = =x
hin+1,2) = gg(h(n.x))
hi(n,z) = d;j(h(n,x))




Beweis (Forts.):
WHILE — uR:
Fall P ist WHILE z; # 0 DO () END
Nach |A gibt es eine Funktion g die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:
h(0,2) = =z
hin+1,2) = gg(h(n,x))

hi(n,z) = di(h(n,x))

hi(n,x) ist der Wert von x; nach n Iterationen von ().

Dh jihi(x) ist die Anzahl der lterationen von @) bis x; = 0,

Beweis (Forts.):
WHILE — uR:
Fall P ist WHILE x; # 0 DO ¢ END
Nach IA gibt es eine Funktion gg die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:
h(0,2) = =z
hin+1,z) = gg(h(n,x))

hi(n,x) = d;(h(n,x))

hi(n,x) ist der Wert von x; nach n Iterationen von Q).

Dh ph;(x) ist die Anzahl der Iterationen von () bis x; = 0,

dh bis P terminiert.

gp(x) = hphi(z). x)

Beweis (Forts.):

WHILE — nR:

Fall P ist WHILE z; #0 DO () END

Nach IA gibt es eine Funktion g die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:

hO,2) =
hin+1,2) = gglh(n, x))
hi(n,z) = d;j(h(n,z))

hi(n,x) ist der Wert von z; nach n lterationen von ().
Dh juh;(x) ist die Anzahl der lterationen von ) bis z; = 0,
dh bis P terminiert.

gp(x) = h(phi(r),r)

Durch die Transformation
#R — WHILE mit einer Schleife (Kleene) — pR

geniigt also immer ein p-Operator:




Durch die Transformation Durch die Transformation
(R — WHILE mit einer Schleife (Kleene) — 1R #R — WHILE mit einer Schleife (Kleene) — nR

geniigt also immer ein p-Operator: geniigt also immer ein p-Operator:

Korollar 4.46 (Kleene)

Fiir jede n-stellige ji-rekursive Funktionen f gibt es zwei
n + 1-stellige PR Funktionen h und I', so dass

f(T) = h(ph'(T),7)

4.8 Die Ackermann-Funktion 4.8 Die Ackermann-Funktion
af 0, n) n—+1 al 0, n) = n+1
a(m+1, 0) a(m,1) a(m+1, 0) = a(m,1)
alm+1n+1) a(m,a(m+1,n)) alm+1n+1) = a(m,a(m+1,n))

@ Dies ist keine PR Definition.




4.8 Die Ackermann-Funktion 4.8 Die Ackermann-Funktion

af 0, n) = n+1l af 0. n) = n+1
alm+1, 0) = a(m,1) a(m + 1, 0) = a(m,1)
alm+1ln+1) = a(m,a(m+ 1.n)) am+1ln+1) = a(m,a(m+ 1,n))
@ Dies ist keine PR Definition. @ Dies ist keine PR Definition.
@ Aber: % a ist nicht PR @ Aber: = a ist nicht PR

@ Ziel: a ist berechenbar, total, aber nicht PR

4.8 Die Ackermann-Funktion Beispiel: a(2.2)
1(2,2) =
[1(1.(1(2.’1):3 =
(!'{ 0. ”) — n + 1 a(l,a(l,a(2,0))) =

a(l,a(l,a(1,1))) =
) i ) a(l,a(l,a(0,a(1,0)))) =
alm + 1, 0) = a(m,1) a(l, a(1, a(0, a(0, 1)))) =
c((l.ca(l,g(fl,?)}) =
alm+1n+1) = a(m,a(m+1,n)) 282%2)()1:2)” -
a(1, a(0, a(0, ﬂ('l. 1)) =
a(l, a(0,a(0,a(0,a(1,0))))) =

@ Dies ist keine PR Definition. i&:Zgg:ZESZZES:;J(?)-)I):)))) -
1 1 a(1, a(0,a(0,3))) =
@ Aber: % a ist nicht PR QEI_Q(MJ}:
a(l,5) =
e Ziel: a ist berechenbar, total, aber nicht PR a(0,a(1,4)) =

a(0,a(0,a(1,3))) =
a(0,a(0,a(0,a(1,2)))) =

a(0, a(0, a(0, a(0, (l('lA 1N)) =
Fakt 447 a(0, a(0, a(0, a(0, a(0, c((l.D););)))) =
Die Ackermann-Funktion ist (OCaml-)berechenbar. o e Ay =

a(0, a(0, a(0,a(0,3)))) =
a(0, a(0,a(0,4))) =
a(0,a(0,5)) =

a(0,6) =

i




Beispiel:

Scherzfrage: a(6,6) =7

a(2.2) =

a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
al(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
al(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
,6) =

a(0

7

a(1,
a(1,
a(l,
a(1,
a(l,

a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,

a(2,
a(l,
a(0,
a(0,
a(0,

a(l,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,

a(2,1)) =

0))) =
1)) =
a(1,0))))
a(0,1))))
2))) =

a(l,3)) =

2))) =
a(1,1))))

a(0,a(1,0)))
a(0,a(0,1)))

a(0,2))))
3))) =

a(0,4)) =

5) =

a(l,4)) =

a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,

a(l,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,

3))) =
a(1,2))))

)) =
) =

a(0,a(1,1))))) =

a(0,a(0,a(1,0))))
a(0,a(0,a(0,1))))

a(0,a(0,2))))) =

a(0,3))))
4))) =

a(0,5)) =

Der Beginn:

a0,

n)

n+1

Beispiel:

Scherzfrage: «(6,6) =

a2,

a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(l,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,
a(0,

—

[

.2) -
a(2,1)) =

a(l,a(2,0))) =
a(l,a(1,1))) =
a(l,a(0,a(1,0)))) =
a(l,a(0,a(0,1)))) =
a(l,a(0,2))) =

a(l,3)) =

a(0,a(1,2))) =
a(0,a(0,a(1,1)))) =
al(0,a(0,a(0,a(1,0))))) =
a(0,a(0,a(0,a(0,1))))) =
a(0,a(0,a(0,2)))) =
al0,a(0,3))) =

a(0,4)) =

5) =

a(l,4)) =

a(0,a(1,3))) =
a(0,a(0,a(1,2)))) =
al(0,a(0,a(0,a(1,1))))) =
a(0,a(0,a(0,a(0,a(1,0)))))
al0,a(0,a(0,a(0,a(0,1)))))
a(0,a(0,a(0,a(0,2))))) =
a(0,a(0,a(0,3)))) =
a(0,a(0,4))) =

a(0,5)) =

6) =

)=
)=

Der Beginn:

,n) = n+1
I,n) = 24+ n+3)-—3




Der Beginn:

a(0,n) n+1
a(l,n) 24 (n+3)—3
a(2,n) 2n+3)—3
Der Beginn:
.n) n—+1
.n) 24+ (n+3)—3
.n) Z(H +3)—3
.n) 2mS 3
2
.n) 2% _3
—
n+3

Der Beginn:
a(0,n) = n+1
a(l,n) = 24 (n+3)—3
a(2,n) = 2(n+3)—3
a(3.n) ont3 _ 3
Der Beginn:
a(0,n) = n+1
a(l,n) = 24 (n+3)—3
a2,n) = 2n+3)—3
a(3,n) = 273 _3
"2
a(d,n) = 2% -3
—
n+3
a(b,n) = 777
Mit Induktion iiber rn:
alm+1,n)=a(m,a(m,...a(m,1)...

v

n+1




Der Beginn: Beispiel:
a(2,2) -

_ E a(l,a(2,1)) =
("(0‘ F?) = n+1 HE1.L—£1.L—EJ('2.(v)jJ) =
) . . . a(l,a(l,a(1,1))) =
(I(J_‘ N-) - 2 + (H + 3) - 3 a(l,a(l,a(0,a(1,0)))) =
) ) ) a(l,a(l,a(0,a(0,1)))) =
a2,n) = 2(n+3)—3 “8-“8-359-2)“ =
a(l,a(l,3)) =
({(3. ”) _ 2«,].’.3 _ 3 a(l,a(0,a(1,2))) =

a(l,a(0,a(0,a(1,1)))) =

a(l, a(0,a(0,a(0,a(1,0))))) =
a(l, a(0,a(0, a(0,a(0,1))))) =
a(1, a(0, a(0, a(0,2)))) =

a(l, a(0,a(0,3))) =

a(l,a(0,4)) =

a(l,5) =

a(0,a(1,4)) =

a(0,a(0,a(1,3))) =

a(0, a(0, a(0,a(1,2)))) =

a(0, a(0,a(0,a(0,a(1,1))))) =
a(0, a(0, a(0, a(0, a(0,a(1,0)))))
a(0, a(0, a(0, a(0, a(0,a(D, 1)))))
a(0, a(0, a(0, a(0,a(0,2))))) =
a(0, a(0, a(0, a(0,3)))) =

a(0, a(0,a(0,4))) =

a(0,a(0,5)) =

a(0,6) =

[

)=
)=

Ackermann als Familie von Funktionen Ap: An(n) == a(m,n). Ackermann als Familie von Funktionen A,,: A (n) = a(m,n).
Nun gilt:

Ag(n) = s(n)
Amsi(n) = ARH(1)




Ackermann als Familie von Funktionen Ap,: A;n(n) := a(m, n).

Nun gilt:
Ag(n) = s(n)
Amri(n) = A1) = A, .. An(l)...)
1
n-+1

Beobachtung: alle A,, sind total und PR

Ackermann als Familie von Funktionen Ap: An(n) == a(m,n).

Nun gilt:
Ag(n) = s(n)
Apii(n) = A1) = A, (. A1)
1
n+

Beobachtung: alle A,, sind total und PR (mit Ind. tiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

a0 n = n+l
a (m+1) n iter (n+1) (a m) 1

Ackermann als Familie von Funktionen Ap,: A (n) := a(m.n).
Nun gilt:

Ap(n) 5(n)
Apai(n) = A1) = Ap( . An(1)..)
- ——

n+1

Beobachtung: alle A, sind total und PR (mit Ind. iiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

a0 n = n+l
a (m+1) n iter (n+1) (am) 1

iter O fx =
iter (n+1)

Hh

X =

Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 4.48
Die Ackermann-Funktion ist total.




Man kann auch direkt zeigen:
Lemma 4.48
Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iiber m: Vn € N. a(m.n) # L
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Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 4.48

Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:

Mit Induktion idber m: Vn € N. a(m.n) # L

/\/

(1)




