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Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

J-[] : ;—111: ;“llrg : ;—1122 Cees ;“llrk 1;—1;;

GOTO ™
e
WHILE

T
LOOP

Ubersetzungen
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/
WHILE

T
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Ubersetzungen




Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen Anweisungen

ﬂ-lrl : ;—111: ;‘“llrg N ;—1122 ey ;‘“llrk 1;—1;‘« ;‘“llrl : ;—11: AIQ . ;—12: PP ﬂ-irk : —11,1‘

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)
Mégliche Anweisungen A; sind:

@ 1 = I +n

@ 1 :=1; - n

e GOTO M,

@ IF w; =n GOTD M;

@ HALT

EI:W(é.i(S)l;I;]Ojrogramm ist eine Sequenzen von markierten Satz 4.23 (GOTO — WHILE)
& Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm

My : Ay My : Ag; oo My @ Ay, simuliert werden.

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Mogliche Anweisungen A; sind:

@ =1 +n

@ r; =mr; - N

e GOTO M;

e IF x; =n GOTO M
@ HALT

Die Semantik ist wie erwartet.

Fakt 4.22 (WHILE — GOTO)

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm
simuliert werden.




Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; Mo Ao ...0 My @ A durch

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; My @ Aa: ...; M, @ Ag durch
pe o= 1;

WHILE pc # 0 DO
IF pc=1 THEN P; ELSE

IF pe =k THEN Py ELSE pc:=0
END

wobei A; — I wie folgt definiert ist:

Ty = x5 +/-n — @y = x5 +/- n; pc o= pe+l

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Aq; Ma: Aa; ... My A durch

pe = 1;
WHILE pc# 0 DO
IF pc=1 THEN P’ ELSE

IF pc =k THEN P, ELSE pc:=0
END

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere M7 : Ay; My : Ag; ... My : A durch

pe = 1;
WHILE pc 75 0 DO
IF pc=1 THEN P; ELSE

IF pc =k THEN Pj ELSE pc:=0
END
wobei A; — P; wie folgt definiert ist:

T =15 +/-n — @ = xj +/- n; pe = pe+l
GOTO M, = pc o=




Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; Mo Ao ...0 My @ A durch

pc = 1;
WHILE pe 7& 0 DO
IF pe =1 THEN P, ELSE

IF pe=k THEN P ELSE pc:=0
END

wobei A; — P; wie folgt definiert ist:
Ty = x5 +/-n — x; = xj +/- n; pe = pe+l
GOTO M; = pe =1
IF z; = 0 GOTO M; +~ IF Tj = 0
THEN pe:=i ELSE pc:=pc+l END

Korollar 4.24
WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent.

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Aq; Ma: Aa; ... My A durch
pe = 1;
WHILE pc 75 0 DO

IF pc=1 THEN P’ ELSE

IF pc =k THEN P, ELSE pc:=0
END

wobei A; — P; wie folgt definiert ist:

Ty =15 +/-n = w i= x5 +/- n; pe o= pe+l
GOTO M, = pc =i
IF z; =0 GOTO AM; +— 1IF x; =0

THEN pc:=i ELSE pc:=pc+l END
HALT — pc =0

]

Korollar 4.24
WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent.

Korollar 4.25 (Kleenesche Normalform)

Jedes WHILE-Programm ist zu einem WHILE-Programm mit
genau einer WHILE-Schleife dquivalent.




GOTO ™
AN
WHILE

T
LOOP

Ubersetzungen

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Ubersetzung einer TM (Q. X.T. 4. go. 0, F) in ein GOTO-

Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung einer TM (Q. X, T, 4, go, 0, F) in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q= {q0,..., qr} I'={ag(=0),..., an}




Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Ubersetzung einer TM (Q. X.T. 4. go. 0, F) in ein GOTO-

Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q=1q.--., qr} I'={ag(=0)..... (in }

Eine Konfiguration

(@i . Qiys Q12 gy ...y, )

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung einer TM (Q. X.T. 4. go. 0, F) in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q={q..... qr} I'={ag(=0)..... an}
Eine Konfiguration
(@i, - iy, @, ajy ... aj,)
wird durch die Programmuvariablen . y, = wie folgt reprisentiert:

.I':(i'p...fl)b. .f/:{.jq---,_jl)b- z=1

wobei (ip...11)p die Zahl ip.. .41 zur Basis b:=n + 1 ist:

P
T = g i1
r=1

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung einer TM (Q. X, T, 48, go. . F) in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q={q,---, qr} I'={ag(=0),.... an}
Eine Konfiguration
(@i, e aiys Qs gy . ..ag,)
wird durch die Programmvariablen z, i, = wie folgt reprasentiert:

v=(ip...i)p. Y= (Jg---J1)p, z=1

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:

M: IF z € F GOTO M.pq4;




Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4: Satz 4.26 (TM — GOTO)

M : IF z € F GOTO Meapg; Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

a =y MOD b; Ubersetzung einer TM (Q. X, T, 48, go. . F) in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q={q,---, qr} I'={ao(=0),..., an}
Eine Konfiguration
(@i, e aiys Qs gy . ..ag,)
wird durch die Programmvariablen z, i, = wie folgt reprasentiert:
v =(ip...i1)b, Y= (Jg---J1)p, 2z=1

wobei (ip...11)p die Zahl iy .. .41 zur Basis b :=n + 1 ist:

p
r = E ipb" !
r=1

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:
M: IF 2z € I’ GOTO Mgpg; M: IF z € F GOTO M.pq4;
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF = =0 AND a =0 GOTO Myg;
IF 2z =0 AND a =1 GOTO Mp;;

?

IF ==k AND a =n GOTO Myy;




Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4:

M: IF 2z € F GOTO Meupa: M: IF z € F GOTO M.pq:
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF z=0 AND a =0 GOTO Myp; IF 2 =0 AND a =0 GOTO Mjyp;
IF 2z =0 AND @« =1 GOTO Mpy;; IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mpy;;
IF 2=k AND a=mn GOTO Mp,; IF z=Fk AND a =n GOTO Mp,;
Myg:  Fop; GOTO M Muyg:  Fyg; GOTO M;
Mor:  Por; GOTO M; Mor:  FPoi; GOTO M;
Myn:  Pp,; GOTO M Myn: Pe,; GOTO M
wobe F;; die Simulation von 6(g;, aj) = (¢, as., d) ist.
Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:
M : IF =z € ' GOTO M,.pq; M : IF 2 € F' GOTO M.pq;
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF 2 =0 AND a =0 GOTO Myp; IF = =0 AND a = 0 GOTO Myp;
IF z=0 AND a =1 GOTO Mpys; IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mpy;
IF =z =k AND a =n GOTO My, ; IF z=Fk AND a =n GOTO My,;
Myg:  Pyp; GOTO M; Myg:  Fyy; GOTO M;
Mpr:  For; GOTO M; Myr:  FPyi; GOTO M ;
Myn:  Ppp; GOTO M My,: Pe,; GOTO M
wobe F;; die Simulation von (g, aj) = (gr, as. d) ist. Fiir d = L: wobe F;; die Simulation von 6(g;, aj) = (gr. as.d) ist. Fiir d = L:

z =7 Zustand aktualisieren




Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4:

M: IF 2 € F GOTO Mepg; M: IF 2 € F GOTO M.pg;
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF 2 =0 AND a =0 GOTO My; IF 2=0 AND a =0 GOTO Myg;
IF 2z =0 AND @« =1 GOTO Mpy;; IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mpy;;
IF =z =k AND a =n GOTO My, ; IF z =k AND a =n GOTO My, ;
Myg:  Fop; GOTO M Muyg:  Fyg; GOTO M;
Mor:  Por; GOTO M; Mor:  FPoi; GOTO M;
Myn:  Pp,; GOTO M My,: Pg,; GOTO M
wobe F;; die Simulation von 6(gi, aj) = (gr. as.d) ist. Fiir d = L: wobe F;; die Simulation von d(g;, aj) = (gr. as.d) ist. Fiir d = L:
z o= Zustand aktualisieren z o= Zustand aktualisieren
y :=y DIV b; Loschen von a; y =1y DIV b; Loschen von a;
y =bxy + s; Schreiben von ag
Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:
M: IF 2z € I’ GOTO Mgpg; M: IF z € F GOTO M.pq4;
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF 2 =0 AND a =0 GOTO Myp; IF =0 AND a =0 GOTO Myg;
IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mpi; IF 2 =0 AND a =1 GOTO Moy;
IF =z =k AND a =n GOTO My, ; IF z=Fk AND a =n GOTO My,;
Myg:  Pyp; GOTO M; Myg:  Fyy; GOTO M;
Mpr:  For; GOTO M; Myr:  FPyi; GOTO M ;
Myn:  Ppp; GOTO M My,: Pe,; GOTO M
wobe F;; die Simulation von (g, aj) = (gr, as. d) ist. Fiir d = L: wobe F;; die Simulation von (g;. aj) = (gr, as, d) ist. Fiir d = L:
z =7 Zustand aktualisieren z =7 Zustand aktualisieren
y 1=y DIV b; Loschen von a; y =1y DIV b; Ldschen von a;
y i=bxy + s; Schreiben von ag y :=bxy + s Schreiben von ag
y :=bxy + (x MOD b); Bewegung L (l): Einfligen von a;, in y y :=bky + (x MOD b); Bewegung L (l): Einfiigen von a;, in y

x :=x DIV b Bewegung L (II): Léschen von a;, aus x




4.5 Primitiv rekursive Funktionen

GOTO +— TM
Ny S
WHILE

T
LOOP

Ubersetzungen

4.5 Primitiv rekursive Funktionen 4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional Imperativ Funktional
C, Java,. .. OCaml, Lisp, ... C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, £ > 0.




4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | pu-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N* — N, k > 0.
Wir identifizieren N® — N mit N und ¢() mit c.

4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, | > 0.
Wir identifizieren N? — N mit N und ¢() mit c.

Definition der primitiv rekursiven Funktionen:

Fixe Basisfunktionen zB s(z)=x+1

4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,. .. OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, £ > 0.
Wir identifizieren N — N mit N und ¢() mit ¢.
Definition der primitiv rekursiven Funktionen:
Fixe Basisfunktionen Bs(r)=ax+1
Funktionskomposition  zB f(z.y) = g(z, h(z, y))

4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, £ > 0.
Wir identifizieren N° — N mit N und ¢() mit ¢.
Definition der primitiv rekursiven Funktionen:
Fixe Basisfunktionen ZB s(x)=ax+1
Funktionskomposition  zB f(x,y) = g(z, h(z.y))

Fixe Art der Rekursion zB f(0y =1
fln+1) = n=*f(n)




Definition 4.27 (Basisfunktionen) Definition 4.27 (Basisfunktionen)
@ Die konstante Funktion 0

@ Die Nachfolgerfunktion s(n) =n+1
@ Die Projektionsfunktionen ﬁf‘ NF SN 1<i<k:

@ Die konstante Funktion 0

k X .
il o TR rr) = 1y

Definition 4.27 (Basisfunktionen) Definition 4.27 (Basisfunktionen)
@ Die konstante Funktion 0

@ Die Nachfolgerfunktion s(n) =n +1
@ Die Projektionsfunktionen Tf‘ NFE SN, 1<i <k

@ Die konstante Funktion 0
@ Die Nachfolgerfunktion s(n) =n+1
@ Die Projektionsfunktionen Tf‘ N SN 1<i<k

Definition 4.28

Definition 4.28
Die Komposition von g und hq, ...,

Die Komposition von g und hq, ...,

wobei T = (x1,...,xn) und




Definition 4.29
Das Schema der primitiven Rekursion erzeugt aus g und & die

Funktion f

f(0.7) = g(T)
fim+1,7) = h(f(m,T).m,T)

Definition 4.29
Das Schema der primitiven Rekursion erzeugt aus g und h die

Funktion f

f(0.7) = g(7)
fim+ 1,7) = h(f(m,T),m,T)

wobei T = (x1.....x,) und

Definition 4.30 (PR)
Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF N, k>0

Definition 4.30 (PR)
Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF 5 N, k>0

@ Die Basisfunktionen 0, s, und Wf sind primitiv rekursiv.




Definition 4.30 (PR)

Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF 5N, k> 0:

o Die Basisfunktionen 0, s, und 7% sind primitiv rekursiv.

@ Sind g und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition

flx) = glhi(x),..., hy (7))

Definition 4.30 (PR)

Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF N, k>0

@ Die Basisfunktionen 0, s, und "f sind primitiv rekursiv.

@ Sind g und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition

@ Sind g und h primitiv rekursiv, dann auch die mit primitiver
Rekursion definierte Funktion

£0.7) = g(@)
fltm+1,7) = h(f(m,T),m,T)

Lemma 4.31
Jede primitiv-rekursive Funktion ist total.

Definition 4.30 (PR)

Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NfF SN, k>0

o Die Basisfunktionen 0, s, und 7¥ sind primitiv rekursiv.

@ Sind g und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition
f(@) = glhi(z), ..., hi (%))

@ Sind ¢ und & primitiv rekursiv, dann auch die mit primitiver
Rekursion definierte Funktion

J0,7) = g(T)
flm+1,7) = hi(f(m,T),m,T)

Definition 4.30 (PR)

Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF 5 N, k>0

@ Die Basisfunktionen 0, s, und ’"f sind primitiv rekursiv.

@ Sind ¢ und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition

@ Sind ¢ und h primitiv rekursiv, dann auch die mit primitiver
Rekursion definierte Funktion

£0,7) = (@)
fim+1,7) = h(f(m.T), m,T)

Lemma 4.31

Jede primitiv-rekursive Funktion ist total.
Beweis:

Induktion {iber den Aufbau der primitiv-rekursiven Funktionen. [




Beispiel 4.32
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = s(0), 2

n
—_

—
~—

Beispiel 4.32
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = s(0), 2 =s(1), ...

Addition ist PR:

h(r,z,y) = s(7i(r,z,y))

Beispiel 4.32

Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = 5(0), 2 = s(1), ...

Addition ist PR:

hir,z,y) = s('Tf(f )
add(0.y) = 7i(y)
add(r+ 1.y) = hladd(z,y),z,y)

Beispiel 4.32
Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = 5(0), 2 = s(1), ...

Addition ist PR:

hir.z,y) = s(".f(r r.y))
add(0,y) = wi(y)
add(x + 1,y) = hladd(z,y),z,y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

add(0,y) = y
add(x+1.y) = s(add(xz,y))




Beispiel 4.32

Alle Konstanten n € N sind PR: 1 = s(0), 2 =s(1), ...

Addition ist PR:

hr,z,y)

add(0, y)
add(x +1,1)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

= s(mra.y)
= mi(y)
= h(add(x,y),z,y)

add(0,y) = y
add(x + 1,y) = s(add(z.y))

Streng genommen also kein Nachweis, dass Addition PR ist.

Beispiel 4.33
Multiplikation ist PR:
ky) =
(r,x,y) =
mult(0,y) =
mult(x +1,y) =

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

mult(0, y)
mult(x + 1.y)

0
add(73(r, x, y), 75 (r, x, y))

k(y)
h(mult(z,y),x.y)

= 0
= add(mult(x,y),y)

In Zukunft: + und * statt add und mult.

Beispiel 4.33
Multiplikation ist PR:

k(y) = 0
h(r,z,y) = (l(]([(ﬁ?(]‘..l’.y).ﬁ%(i‘..;".,I,'))
mult(0,y) = k(y)
mult(z + 1,y) = h(mult(z,y),z.y)

Lesbarer, aber nicht dem syntaktischen PR-Format entsprechend:

mult(0,y) = 0
mult(z +1,y) = add(mult(x,y),y)

Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
Gloeeos gr. falls

fley, ..., rp) =t
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢;.. .., Tk
und den Variablen z1,....,: rn, besteht.




Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
g1s---, gk falls

flaeg... ., rp) = t
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen g1...., Tk
und den Variablen x1.....: vy, besteht.

Beispiel: f(x,y) = g1(x. ga(y. g3(2)))

Definition 4.34
Wir bezeichen [ als eine erweiterte Komposition der Funktionen
g1s---, gk falls

fley, ..., rn) = 1
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢;.. .., T
und den Variablen z1.....: v, besteht.
Beispiel: f(x.y) = g1(x. ga(y. g3(x)))

Lemma 4.35
Eine erweiterte Komposition von PR Funktionen ist wieder PR.

Beweis:
Mit Induktion iiber Aufbau/GréBe von t.

Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
gr. .-, gk falls

flag,. .., rp) =t
so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢1,..., Jk
und den Variablen x1,....,: ry, besteht.
Beispiel: f(x,y) = g1(z, g2(y, ga(x)))

Lemma 4.35
Eine erweiterte Komposition von PR Funktionen ist wieder PR.

Definition 4.34
Wir bezeichen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
gr.---, gk falls

so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢;.. .., Tk
und den Variablen z1,....,: rn, besteht.
Beispiel: f(z.y) = g1(x. g2(y, g3(x)))

Lemma 4.35
Eine erweiterte Komposition von PR Funktionen ist wieder PR.

Beweis:
Mit Induktion iiber Aufbau/GréBe von ¢.
Beispiel:
hi(z,y) = gs(ni
ha(x,y) = _(jg(f.'g(:l’.f}).]!l(.i‘.f}))
flry) = qi(nf(a.y), ha(z,y))




Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt
f0.7) = to
flm+1.7) =t

wobei

@ 1y enthdlt nur PR Funktionen und die x;,

Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

F(0,7) = 1o
flm+1.7) =t

wobei
@ tg enthilt nur PR Funktionen und die x;,
e 7 enthdlt nur f(m, =), PR Funktionen, m und die x;.

Lemma 4.36
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus PR
hinaus.

Beweis:
Mit Hilfe der erweiterten Komposition. O

Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt
f(0.7) = to
flm+1.7) =t
wobei

@ t( enthdlt nur PR Funktionen und die z;,
e t enthdlt nur f(m,T), PR Funktionen, m und die z;.

Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

f(0,7) = to
flm+1.7) =t

wobei
@ fy enthadlt nur PR Funktionen und die x;,
e f enthdlt nur f(m,7), PR Funktionen, m und die x;.

Lemma 4.36
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus PR
hinaus.

Beweis:
Mit Hilfe der erweiterten Komposition. O
Moral:

Primitive Rekursion erlaubt
flm+1,7) = ... f(m,x)...




Beispiel 4.37
Die Vorgangerfunktion ist PR:

pred(0) = 0
pred(x + 1)

Beispiel 4.37
Die Vorgangerfunktion ist PR:

pred(0) = 0
pred(zx +1) = =

Die modifizierte Differenz ist PR:

220 = x
v—(y+1) = pred(z—y)

Definition 4.38
Sei P(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in
Abhangigkeit von = € Ny den Wert true oder false liefert.
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Sei P(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in
Abhingigkeit von = € Ny den Wert true oder false liefert.
Dann kénnen wir P in natiirlicher Weise eine Funktion

P:N-{0.1}

zuordnen: P(z) = 1 gdw P(z) = true.




Definition 4.38

Sei P(x) ein Pradikat, d.h. ein logischer Ausdruck, der in
Abhingigkeit von = € Np den Wert true oder false liefert.
Dann kénnen wir P in natiirlicher Weise eine Funktion

P:N—{0,1}

zuordnen: f’(.z-) =1 gdw P(x) = true.

Wir nennen P primitiv rekursiv genau dann, wenn P primitiv
rekursiv ist.

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte max-Operator
max{z <n | P(x)}

wobei max @ := 0.

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrankte max-Operator
max{z <n | P(z)} =: q(n)

wobei max @ := 0.

q(0) = 0

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschriankte max-Operator
max{z <n | P(x)} =: q(n)

wobei max 0 := 0.

g(0) = 0

gin+1) = qn)+ Pn+1)*((n+1)=q(n))




Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte max-Operator
max{r <n | P(x)} = gq(n)

wobei max () := 0.

q(0) = 0
gn+1) = qn)+Pn+1)*((n+1)=gn))

. n+1 falls P(n+1)
q(n)  sonst

4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Ist P primitiv rekursiv, dann auch der beschrinkte Existenzquantor
de <n. Plz) =: Q(x)

denn:

Q(0) P(0)

Qn+1) = Q)+ Pn+1)x(1-0Q(n))

4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

r+y+1 y
olx,y) = (I g ) tr=(r+y)lz+y+1)/2+z

ist eine Bijektion zwischen N? und N.




4.6 PR = LOOP
Hauptproblem bei LOOP — PR:

Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39
Die Cantorsche Paarungsfunktion

T 1
(r.y) = (‘ T ) ta=(e+y)rty+1)/2+0

2

ist eine Bijektion zwischen N? und N.
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Die Funktion 2 — () ist PR:

| () - o
(1) - ()

Mit Komposition ist auch ¢ PR:

r+y+1
clr.y) = (? g ) + a

Die Funktion = — (323) ist PR:
(2)
) = 0
9
n—+1 _ n
9 = 9 +n

Mit ¢ kodiert man & + 1 Tupel:

(ng,n1, ..., ng) = c(no,c(ng,..., c(ng.0). ..




4.6 PR = LOOP

Hauptproblem bei LOOP — PR:
Kodierung aller Variablen eines LOOP Programms in einer Zahl.

Satz 4.39

Die Cantorsche Paarungsfunktion

T 1
clz.y) = (i - :U—'_ ) +r=(x+y)(r+y+1)/2+x

2

ist eine Bijektion zwischen N? und N.
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