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Definition 2.62 (Kanonischer Minimalautomat)
:‘.[L =

Es gilt sogar (Ubung!):

Fakt 2.60

Alle Quotientenautomaten A /=4 fiir die gleiche Sprache L(A)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustande.

Daher beschriften wir die Zustande des kanonischen
Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =;, Aquivalenzklassen.
Beispiel 2.61

Sei L := {w € {0.1}* | w endet mit 00}.

Die einzigen drei =;, Aquivalenzklassen sind:

[(l=, = {w|w endet nicht mit 0}
0]z, = {w]|w endet mit 0, aber nicht mit 00}
[00]z, = {w|w endet mit 00}

Definition 2.62 (Kanonischer Minimalautomat)

My = (z*
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My = (S*/=p, 5.

Definition 2.62 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (¥*/=L, &, 01, [e]l=,, FL)
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My = (Y=L, %, o, ld=,. FL)
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Definition 2.62 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (¥*/=L, X, 01, [e]=,, FL)
mit dp ([w]|=,,a) = [wa|=z, und F, := {|w|z, | w e L}.

Man sieht: 87, ist wohldefiniert und o, ([e]=, . w) = [w]=
Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.
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Satz 2.63 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* jst genau dann reguldr, wenn =j, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.




Definition 2.62 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (Y=L, %, o, ld=,. FL)
mit dr,([w]=,.a) = [wal=; und Fp, ;= {[w]z, | we L}.

Man sieht: 07, ist wohldefiniert und 5L([E}EL,-1U) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.

Satz 2.63 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann regular, wenn =y, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:
.—" Ist L reguldr, so wird L von einem DFA A akzeptiert.

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Definition 2.62 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (5=, %, 61, [d=,, FL)
mit g, ([w]=, ,a) = [wa]=, und Fp = {[w]=, | we L}.

Man sieht: 7, ist wohldefiniert und SL([E]EL,LL‘) = [w]=,.
Dann gilt offensichtlich L(My,) = L.

Satz 2.63 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C ¥* st genau dann regular, wenn =y, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:

=" Ist L reguldr, so wird L von einem DFA A akzeptiert.
Daher hat =, so viele Aquivalenzklassen wie A/=4 Zustinde.
,<—": Hat =, endlich viele Aquivalenzklasse,

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L = {01" | i € N}




Wie sieht My aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L={01"]ieN}

— e = [0]

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L={01"|iecN}

S S ) R S | 2 A
L1 b1
01 [021]

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L={01"|ieN}

G T 1) I S (5
b1
01]

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L=1{01"]ieN}

- SN (1] R (1] [
b1 L1
'01‘&-1—{021‘
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Wie sieht My aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L={01"]ieN}

J1 b1
01 « [0%1] < .-

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L ={011i|ieN}

S 2 S e S
L1 b1

01 & [021] &

Warum 0° 2, (V¥ falls i # 57

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L =1{01"]iecN}

01] < [021] <o [071] & .-

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L = {01" | i € N}

Warum 0f 2, 07 falls i # 57
Was fehlt noch?

Vollstandige Methode um Nichtregularitat von L zu zeigen:




Wie sieht My aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.64
L={01"]ieN}

0 0

S T S 1) [ S 1 B SO N (| I S

J1 b1 b1

1

0] & e Aok &

Warum 0% #7, (7 falls i # 57
Was fehlt noch?

Vollstindige Methode um Nichtregularitdt von L zu zeigen:

Gib unendliche Menge w1, wa, ... an mit w; 1, w; falls ¢ # j.

Knobelaufgabe: A A
Nach Def. gilt p Z4 ¢ gdw Jw. o(p,w) € F & d(q,w) € F

Man zeige: Falls p #4 ¢, dann gibt es ein w der Lange < [Q)],

das p und ¢ unterscheidet, d.h. 0(p, w) € F & d(q,w) € F.

Bemerkung

Eindeutigkeit des minimalen Automaten (modulo Umbenennung
der Zustdnde) gilt nur bei DFAs, nicht bei NFAs!

Knobelaufgabe: ) )
Nach Def. gilt p £4 ¢ gdw Jw. d(p,w) € F 45 d(q,w) € F

Man zeige: Falls p Z,4 ¢, dann gibt es ein w der Lange < [Q],
das p und ¢ unterscheidet, d.h. é(p,w) € F < 6(q.w) € F.
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(exponentiell)
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Riickblick regulare Sprachen
@ DFA, NFA, e-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.
o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)
o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA
o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)

@ Regularitatserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:

e U, N, ...,R,

o Fiir welche Darstellung wie teuer?
(Komplement, Produkt, ...)

o NFA kompakt aber oft teuer; DFA oft billiger

e Entscheidungsprobleme auf Automaten und REs:

e Direkt entscheidbar?
Auf Automat? (Oft mit Erreichbarkeit) Auf RE?

e Reduzierbar auf anderes Problem?

ZB L(A) C L(B) auf L(A) N L(B) = 0

@ Pumping-Lemma
o Aquivalenzen = zw REs:

o Standardregeln: Kommutativitdt etc, Beweis mit L(.)

@ Pumping-Lemma

@ Pumping-Lemma
o Aquivalenzen = zw REs:
o Standardregeln: Kommutativitat etc, Beweis mit L(.)
o o = 3 entscheidbar da L(a) = L(3) iiber Automaten
entscheidbar
o Auch fiir REs mit Variablen entscheidbar: betrachte
Variablen als Konstanten
o Gleichungssysteme |6sbar
durch Variablenelimination mit Ardens Lemma
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@ Pumping-Lemma
e Aquivalenzen = zw REs:

o Standardregeln: Kommutativitat etc, Beweis mit L(.)

o o = I entscheidbar da L(«) = L(3) iiber Automaten
entscheidbar

o Auch fiir REs mit Variablen entscheidbar: betrachte
Variablen als Konstanten

o Gleichungssysteme |6shar
durch Variablenelimination mit Ardens Lemma

@ Minimierung

@ Pumping-Lemma
o Aquivalenzen = zw REs:

o Standardregeln: Kommutativitdt etc, Beweis mit L(.)

o a = 3 entscheidbar da L(«a) = L(/3) iiber Automaten
entscheidbar

o Auch fiir REs mit Variablen entscheidbar: betrachte
Variablen als Konstanten

o Gleichungssysteme |ésbar
durch Variablenelimination mit Ardens Lemma

@ Minimierung

o Algorithmen zur Kollabierung

e Relationen =4 und =,

e Quotientenautomat A/=4 minimal,
da gleichgroB wie kanonischer minimaler Automat M4

e L genau dann reguldar wenn =, endlich viele Klassen hat,
dh wenn M, endlich ist (Myhill-Nerode).

@ Pumping-Lemma
e Aquivalenzen = zw REs:
o Standardregeln: Kommutativitat etc, Beweis mit L(.)
o o = 3 entscheidbar da L(a) = L(3) iiber Automaten
entscheidbar
o Auch fiir REs mit Variablen entscheidbar: betrachte
Variablen als Konstanten
o Gleichungssysteme loshar
durch Variablenelimination mit Ardens Lemma

o Minimierung
o Algorithmen zur Kollabierung
e Relationen =4 und =,
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3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor> — «
<Factor> — (<Expr>)
Eine (Links)Ableitung:
<Expr> —

—ax*(a+a)
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Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
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3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Ea@%~a__<_§rm>
<Expr> — <BExpr> + <Term>

<Term>—é——<|?ctor>
<Term> — <Term> x <Factor>

<Factor——>=a
<Factor> — (<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:
<Expr> — <Term> — <Term> * <Factor>

— <Factor> % <Factor> — a * <Factor>
— a * (<Expr>) — a = (£Expr={ + <Term=>)

— ax* (a+ a)

— ok (— a)




3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)
<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term;\—\,é_|:actor>
<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor=—"="a
<Factor> — (<Expr>)
Eine (Links)Ableitung:
<Expr> — <Term> — <Term> % <Factor>
— <Factor> x <Factor> — a x <Factor>
— a x (<Expr>) — a * (<Expr> + <Term>)

—a#* (a+a)

3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>

<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>

<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor> — «
<Factor> — (<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:

<Expr> — <Term> — <Term> * <Factor>

— <Factor> % <Factor> — a * <Factor>

— a * (<Expr>) — a * (<Expr> + <Term>)

— a * (<Term> + <Term>) — a * (<Factor> 4+ <Term>)
— a* (a + <Term>) — a * (a + <Factor>) — a * (a + a)

3. Kontextfreie Sprachen

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 3.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>

<Expr> — <Expr> + <Term>
<Term> — <Factor>

<Term> — <Term> % <Factor>
<Factor> — a
<Factor> — (<Expr>)

Eine (Links)Ableitung:

<Expr> — <Term> — <Term> % <Factor>

— <Factor> * <Factor> — a * <Factor>

— a * (<Expr>) — a * (<Expr> + <Term>)

— a x (<Term> + <Term>) — a * (<Factor> + <Term>)
— ax (a+ <Term>) — a * (a + <Factor>) — a * (a + a)

Der Syntaxbaum: ~Expr>




Der Syntaxbaum:

<Expr=>
<Term>
Der Syntaxbaum: <Expr>
<Term>
<Term> *

<Factor>

[

< Factor>

Der Syntaxbaum:

<Expr>
<Term>
|
<Term> *
Der Syntaxbaum: <Expr>
<Term>
|
<Term> *

| e

<Factor> (

a

<Factor>

<Factor>

<Expr>




Bemerkungen
@ Der vollstindige Syntaxbaum enthilt die gesamte Information
iiber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.

Bemerkungen
@ Der vollstindige Syntaxbaum enthilt die gesamte Information
iiber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.

o Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. lhre Implementierung ist das Parsen:

o (L+ &Y

Der Syntaxbaum:

<Term>
<Fadtor>

a

Die Blatter des Baums, von links nach rechts gelesen,
ergeben das abgeleitete Wort

Bemerkungen
@ Der vollstandige Syntaxbaum enthalt die gesamte Information
tiber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.

o Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. lhre Implementierung ist das Parsen:

o Die Uberpriifung, ob ein Wort von einer Grammatik
abgeleitet werden kann, bzw




Bemerkungen
@ Der vollstindige Syntaxbaum enthilt die gesamte Information
tiber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.
e Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. lhre Implementierung ist das Parsen:
o Die Uberpriifung, ob ein Wort von einer Grammatik
abgeleitet werden kann, bzw
o Die Erzeugung des Syntaxbaums (parse tree).

Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

Bemerkungen
@ Der vollstandige Syntaxbaum enthalt die gesamte Information
liber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.

@ Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. lhre Implementierung ist das Parsen:

o Die Uberpriifung, ob ein Wort von einer Grammatik
abgeleitet werden kann, bzw
o Die Erzeugung des Syntaxbaums (parse tree).

Parsen ist die Transformation eines Worts in einen Syntaxbaum.

Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V" ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),
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ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von 1,
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Variablen),

Y ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,

P CV x(VUX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und

S €V ist das Startsymbol.
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o A B, C. ... sind Nichtterminale,
@ a.b.c,... (und Sonderzeichen wie +,x,...) sind Terminale,

e a,3,7,...e (VUX)*

Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:
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Variablen),
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Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V" ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

Y ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,

P CV x(VUX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und

S eV ist das Startsymbol.

Konventionen:
o A B.C.... sind Nichtterminale,
@ a.b,c.... (und Sonderzeichen wie +, . ...) sind Terminale,
e o, 3, y,...e (VUE)*
@ Produktionen schreiben wir A — « statt (A4,a) € P.

R
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Definition 3.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V" ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

¥ ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,
P CV x(VUX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und
S eV ist das Startsymbol.

Konventionen:

A.B,C,... sind Nichtterminale,

@ a,b.c,... (und Sonderzeichen wie +. x,...) sind Terminale,
e .3, y,...e (VUX)*
°
o

Produktionen schreiben wir 4 — o statt (4, «) € P.
Statt A — oy, A — as, A — a3z schreiben wir einfach

A —)(Ql | 9 | Q3—>Kv

Der Syntaxbaum:

<Expr>
<Te‘rm>
|
<Term> * <Factor>
| s
<Factor> ( <E>lpr> )
|
a < Expr>/ J‘r \<Term>
<Te‘rm> <Factor>
|
< Fac‘tor> a
|
a

Die Blatter des Baums, von links nach rechts gelesen,
ergeben das abgeleitete Wort

Beispiel 3.3 (Arithmetische Ausdriicke)
V= {ETF)

Beispiel 3.3 (Arithmetische Ausdriicke)

E —» T|E+T
T — F|TxF
F = al|(F)




Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, .S) induziert eine
Ableitungsrelation — ¢ auf Wortern iiber V' U X:

a —a 3

Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S) induziert eine

Ableitungsrelation — ¢ auf Wortern liber V U X:
o —a 3
gdw es eine Regel A — ~ in P gibt, und Worter a1, a9, so dass

a=ajAas und = a1vag

Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X2, P, S) induziert eine
Ableitungsrelation —¢ auf Wértern iiber V' U X:

O — .3
gdw es eine Regel A {%/n P gibt, und Worter o, g, so dass

o = v Aag

Definition 3.4
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) induziert eine
Ableitungsrelation — ¢ auf Wértern iiber V U X:

o —a .3

gdw es eine Regel A — v in P gibt, und Waorter o1, a9, so dass

a=awo1Aay und [ = a3y

Beispiel:
a+T+a —=¢g a+T+F+a




Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

v —)?;Ct

Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

a =% o

oy e 38 a %/

(8% _>G ¥

a—=o B = dnoa =4

Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

a =g a

o 924-1 v e dAB.a—=E B —ay

Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

o =gy (v
n+l . . J5. o =™ 3 -
O —r e Yy = Do —=a b —a 7
a—o e dnia—g

a=E B e In>0.a—=40




Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

a =g a
n+1 _ . 33. o n o3 .
Y 4)G Y = 20 Ck 4)G’a 4>G )
a—g B e dna—gp

o —% A o dn>0.a—=403

Beispiel: £/ —»ti « (@ + a) und daher E —9@ ax*(a+a).

Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) erzeugt die Sprache

L(G) ={weX*| S =5 w}

Definition 3.5 (Reflexive transitive Hiille)

a =g a

1 33 n 3 ~
O(‘)G Y = DO =g D —=a

a—=o e 3nea =

« —>~(t B dn>0.a—40

Beispiel: ' =%} @ (a + a) und daher E' =% a« (a +a).

Wir nennen
a1 =g 02 =@ - G On

eine Linksableitung gdw in jedem Schritt das linkeste Nichtterminal
in «; ersetzt wird.

Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G' = (V, X, P, S) erzeugt die Sprache

L(G)={we X" |S—5w}

Eine Sprache L. C ¥* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).




Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V. X, P, S) erzeugt die Sprache

LG):={wekX" | S —w}
Eine Sprache L € X* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie

Grammatik &G gibt mit L = L(G).

Abkiirzungen:
CF@ Kontextfreie Grammatik (context-free grammar)

CHD) Kontextfreie Sprache (context-free language)

Beispiel 3.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a"b™ | n € N} ist kontextfrei, da
sie von der CFG

S —aSh|e

erzeugt wird.

Definition 3.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V. X, P, S) erzeugt die Sprache

L(G) ={weX |5 —=5uw}

Eine Sprache L C ¥* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).

Abkiirzungen:
CFG Kontextfreie Grammatik (context-free grammar)

CFL Kontextfreie Sprache (context-free language)

Konvention:
Ist G aus dem Kontext eindeutig ersichtlich, so schreibt man auch
nur o — 3 statt a —¢g 3.




