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Satz 5.11 Satz 5.11

Ist A€ TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar, Ist A € TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,

dann ist A LOOP-entscheidbar, dh v 4 ist LOOP-berechenbar. dann ist A LOOP-entscheidbar, dh y 4 ist LOOP-berechenbar.
Beweis: Beweis:

Sei M eine DTM mit L(M) = A und timey(w) < f(|w]). Sei M eine DTM mit L(M) = A und timepr(w) < f(|w]).

M +— GOTO +— WHILE:




Satz 5.11
Ist A € TIME(f) und ist [ LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh v 4 ist LOOP-berechenbar.

Beweis:
Sei M eine DTM mit L(M) = A und timep (w) < f(|w]).
M — GOTO ~ WHILE:

pe o= 1;
WHILE pe 7£ 0 DO
IF pe =1 THEN Py ELSE

IF pe =k THEN Py ELSE pc:=0
END

Satz 5.11
Ist A € TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh v 4 ist LOOP-berechenbar.

Beweis:
Sei M eine DTM mit L(M) = A und timey(w) < f(|w]).
M + GOTO + WHILE:

pc = 1;
WHILE pe 7& 0 DO
IF pc =1 THEN P; ELSE

IF pc =4k THEN P, ELSE pc:=0
END

wobei jeder Schleifendurchlauf einen Schritt von M simuliert.
Es kann maximal f(|w]|) viele Schleifendurchliufe geben.
Ersetze WHILE pc # 0 DO durch i:= f(|w|); LOOP i DO.
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END

wobei jeder Schleifendurchlauf einen Schritt von M simuliert.

Satz 5.11
Ist A e TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh y 4 ist LOOP-berechenbar.

Beweis:
Sei M eine DTM mit L(M) = A und timepr(w) < f(|w]).
M + GOTO + WHILE:

pe = 1;
WHILE pc# 0 DO
IF pc=1 THEN P, ELSE

IF pc =k THEN P ELSE pc:=0
END

wobei jeder Schleifendurchlauf einen Schritt von M simuliert.
Es kann maximal f(|w|) viele Schleifendurchliufe geben.
Ersetze WHILE pc# 0 DO durch i:= f(|w|); LOOP i DO.

Berechnung wie vorher, aber evtl mit zusatzlichen Durchliufen mit

pc=10.
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Satz 5.11
Ist A € TIME(f) und ist f LOOP-berechenbar,
dann ist A LOOP-entscheidbar, dh v 4 ist LOOP-berechenbar.

Beweis:
Sei M eine DTM mit L(M) = A und timep (w) < f(|w]).
M +— GOTO +— WHILE:

pe o= 1;
WHILE pe 7£ 0 DO
IF pe =1 THEN Py ELSE

IF pe =k THEN Py ELSE pc:=0
END

wobei jeder Schleifendurchlauf einen Schritt von M simuliert.
Es kann maximal f(|w|) viele Schleifendurchliufe geben.
Ersetze WHILE pc # 0 DO durch i := f(|w|); LOOP i DO.

Berechnung wie vorher, aber evtl mit zusitzlichen Durchldufen mit

pe = 0.

]

Da + und * LOOP-berechenbar sind, folgt:

Korollar 5.12
Alle Sprachen in P sind LOOP-entscheidbar.

Da sich jede polynomiell zeitbeschrankte NTM (Zeit O(p(n)))
in eine exponentiell zeitbschrinkte DTM (Zeit O(cP(™)))

Da + und x LOOP-berechenbar sind, folgt:

Korollar 5.12
Alle Sprachen in P sind LOOP-entscheidbar.

Da + und = LOOP-berechenbar sind, folgt:

Korollar 5.12
Alle Sprachen in P sind LOOP-entscheidbar.

Da sich jede polynomiell zeitbeschrankte NTM (Zeit O(p(n)))
in eine exponentiell zeitbschrinkte DTM (Zeit O(cP(™))
umwandeln lsst und ?™ LOQP-berechenbar ist, folgt:

Korollar 5.13
Alle Sprachen in NP sind LOOP-entscheidbar.




5.3 NP-Vollstandigkeit 5.3 NP-Volistandigkeit

5.3 NP-Vollstindigkeit 5.3 NP-Vollstiandigkeit

@ Polynomielle Reduzierbarkeit <, @ Polynomielle Reduzierbarkeit <,
@ NP-vollstindige Probleme = harteste Probleme in NP,
alle anderen Probleme in NP darauf polynomiell reduzierbar

@ Satz: SAT ist NP-vollstindig




Definition 5.14 Definition 5.14

Sei AC¥*und BCTI™ Sei A C¥*und BCT™*.

Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, I3, Dann heiit A polynomiell reduzierbar auf 3, A <, B,
gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt,

Definition 5.14 Definition 5.14

Sei A C ¥*und B C I'™*. Sei A C ¥*und B C I'™.

Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, B, Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, B,

gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit

berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt, so dass fiir alle w € ¥* berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt, so dass fiir alle w € ¥*
weAd= flw)eB we A<= f(w)e B

Da ¢(p(n)) ein Polynom ist falls p und ¢ Polynome sind:

_ L
1= 0,
P




Lemma 5.16
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit

o nach unten abgeschlossen:
Definition 5.14

Sei AC¥*und BCTI™

Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, I3,

gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt, so dass fiir alle w € ¥*

weA— flw)eRB

Da g(p(n)) ein Polynom ist falls p und ¢ Polynome sind:

Lemma 5.15
Die Relation <, ist transitiv.

Lemma 5.16 Lemma 5.16
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen: nach unten abgeschlossen:
A<, BeP/NP — AcP/NP A<, BeP/NP — AecP/NP
Beweis:

@ Sei A <, B mittels f, die von DTM M berechnet wird.




Ein Problem ist NP-hart, Ein Problem ist NP-hart,

wenn es mindestens so hart wie alles in NP ist: wenn es mindestens so hart wie alles in NP ist:
Definition 5.17 Definition 5.17
Eine Sprache L heiBt NP-hart gdw A <, L fiir alle A € NP. Eine Sprache L heit NP-hart gdw A <, L fiir alle A € NP.

Definition 5.18
Eine Sprache L heit NP-vollstandig gdw
L NP-hart ist und L € NP.

NP-hart

NP ? 2 NP




Wie man P;NP |6sen kann:

NP-hart Lemma 5.19
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.
Ny

NP—voIIsténd&

NP

Wie man P;NP |6sen kann: Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 5.19 Lemma 5.19

Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt. Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstandiges Problem in P liegt.

Beweis:
.=": Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstindige Problem in P.

Beweis:
»="1 Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.
»<=": Sei L ein NP-vollstandiges Problem in P.
Dann gilt P © NP:
Ist A € NP, so gilt A <, L (da L NP-hart)
und nach Lemma 5.16 A € P (da L € P).

Starke Vermutung:
e P#£NP
@ dh kein NP-vollstandiges Problem ist in P.




Wie man P=NP Iésen kann: Aussagenlogik

Lemma 5.19

Syntax der A logik:
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt. yhtax der Allssagenioel

Beweis: Formeln: F — —F|(FAF)|(FVF)|X

»=" Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstindige Problem in P.

.<=": Sei L ein NP-vollstindiges Problem in P.
Dann gilt P D NP:
Ist A € NP, so gilt A <, L (da L NP-hart)
und nach Lemma 5.16 A € P (da L € P). ]

Starke Vermutung:
e P#£NP
@ dh kein NP-vollstindiges Problem ist in P.

Aber gibt es {iberhaupt NP-vollstindige Probleme?

Aussagenlogik Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik: Syntax der Aussagenlogik:
Formeln: I — =F|(FAF)|(FVEF)|X Formeln: F' — = | (FAF)|(FVF)|X
Variablen: X — ax|y|=z]... Variablen: X — az|y|z]...
Bsp: ((mx Ay)V (xA—z)) Bsp: ((mx Ay) V (xA—z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet starker als V: & Ay Vv z ist Abk. fiir (z Ay) V 2 und A bindet stirker als V: x Ay V z ist Abk. fiir (z Ay) V 2

Semantik der Aussagenlogik:

@ Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0, 1}.




Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — —F|(FAF)|(FVF)|X
Variablen: X' — x|y|=z]...

Bsp: ((mx Ay) V (2 A—z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet starker als V: o Ay V z ist Abk. fiir (x Ay) V z

Semantik der Aussagenlogik:

e Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0.1}.

Bspro={r—0,y—12—0,...}
@ Belegungen werde mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert.

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: I — =F|(FAF)|(FVE)|X
Variablen: X — ax|y|=z]...

Bsp: ((mz Ay)V (2 A-z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet stérker als V: o Ay V 2 ist Abk. fiir (x Ay) V =z

Semantik der Aussagenlogik:

e Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0.1}.

Bspro={r—0,y—1.2—0....}
@ Belegungen werde mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert. Bsp: a((—x Ay)V (z A—-z)) =1
ARSI}

-2 )

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln:. FF — ~F|(FAF)|(FVF)|X
Variablen: X — z|y|z]...

Bsp: ((mx Ay) V (A —z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet starker als V: @ Ay V z ist Abk. fiir (x Ay) V 2

Semantik der Aussagenlogik:

@ Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0.1}.
Bspro={r—0,y—12—0,...}

@ Belegungen werde mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert. Bsp: o((mz Ay)V (x A—-z)) =1

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Formeln: F — =F | (FAF)|(FVE)|X
Variablen: X — az|y|z]...

Bsp: ((mx Ay) V (xA—z))
Konvention: man darf duBerste Klammern weglassen
und A bindet starker als V: @ Ay V z ist Abk. fiir (x Ay) Vv 2

Semantik der Aussagenlogik:

@ Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0, 1}.
Bspro={r—=0y—1.2—0,...}

@ Belegungen werde mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert. Bsp: a((—z Ay)V(zA-z)) =1

@ Eine Formel F'ist erfiillbar gdw es eine Belegung o gibt mit

a(F)=1 36,6F 717 Yo.6F)7/




SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'
Problem: Ist [ erfiillbar?

SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F' erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F' erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen

h‘:f;l’/\’:ru \/(:F/‘/\T:'L’

SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel I
Problem: Ist F' erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

Fakt 5.20
Zwei Formeln Fy und Fy sind genau dann dquivalent (Fy <> Fy),
wenn (Fy A —=Fy) V (=F) A Fa) nicht erfiillbar ist.




SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'
Problem: Ist [ erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

Fakt 5.20

Zwei Formeln Iy und Fy sind genau dann dquivalent (I <+ F3),

wenn (F1 A —Fa) vV (= F1 A Fs) nicht erfiillbar ist.

Lemma 5.21
SAT ¢ NP

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F' erfiillbar?

Praktische Bedeutung von SAT:

Aquivalenztest von Schaltungen (und vieles mehr)

Fakt 5.20
Zwei Formeln Fy und F5 sind genau dann dquivalent (Fy < Fy),

wenn (F1 A —Fs) Vv (=F1 A Fa) nicht erfiillbar ist.

Lemma 5.21
SAT € NP

Beweis:

Belegungen sind Zertifikate, die in polynomieller Zeit gepriift
werden kdnnen: Es gibt eine DTM, die bei Eingabe einer Formel F
und einer Belegung o fiir die Variablen in F', in polynomieller Zeit
o (F') berechnet. O

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Da SAT & NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.
Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.
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Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.
Sei A € NP. Wir zeigen A <,, SAT.

Da A€ NP gibtes NTM M mit A= L(M)

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Da SAT &€ NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A e NP gibtes NTM M mit A =L(M) und
Polynom p mit ntimeys(w) < p(Jw]).

Reduktion bildet w = z1 ... 2, € X¥* auf eine Formel F' ab.

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Da SAT & NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A& NP gibtes NTM M mit A= L(M) und
Polynom p mit ntimeys(w) < p(|wl).

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Da SAT & NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A e NP gibtes NTM M mit A= L(M) und
Polynom p mit ntimeps(w) < p(|w)).

Reduktion bildet w = x1 ...z, € £* auf eine Formel F ab.

In polynomieller Zeit.




Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <,, SAT.

Da A e NP gibt es NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeys(w) < p(Jw]).

Reduktion bildet w = a1 ...xy, € 2* auf eine Formel F' ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < I'e SAT.

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Da SAT &€ NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.
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Polynom p mit ntimeys(w) < p(Jw]).

Reduktion bildet w = z1 ... 2, € X¥* auf eine Formel F' ab.
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Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Da SAT & NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibt es NTM M mit A= L(M) und
Polynom p mit ntimeys(w) < p(|wl).

Reduktion bildet w = &1 ...2y, € ¥* auf eine Formel " ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < F e SAT.

Die Variablen beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:

ZUstt g t=0..... p(n) zusti g =1 <
qeqQ Zustand nach t Schritten ist g

Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Da SAT & NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.

Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibt es NTM M mit A= L(M) und
Polynom p mit ntimeps(w) < p(|w)).

Reduktion bildet w = x1 ...z, € £* auf eine Formel F ab.

In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) & F € SAT.

Die Variablen beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:

ZUsty 4 t=0..... p(n) zustig =1 <

1€Q Zustand nach ¢ Schritten ist ¢
pos; ; t=0,..., p(n) pos;; =1 &

i =—p(n),...p(n) Kopfposition nach ¢ Schritten ist ¢




Satz 5.22 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Beweis (Forts.):
Sei @ ={¢

I

(P(&)M)%
(LP(R) o T Zan

RAAANTL ATy AE

Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-hart.
Sei A € NP. Wir zeigen A <,, SAT.

Da A € NP gibt es

NTM M mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimeys(w) < p(Jw]).

Reduktion bildet w = a1 ...xy, € 2* auf eine Formel F' ab.
In polynomieller Zeit. So dass w € L(M) < I'e SAT.

Die Variablen beschreiben das mégliche Verhalten von M [w]:

Zust 4

zusty, =1 &
Zustand nach t Schritten ist ¢

Pos; 4

pos,; =1 <
Kopfposition nach ¢ Schritten ist ¢

bandy ;

band;;, =1 «
Bandinhalt nach t Schritten
auf Bandposition i ist Zeichen a

Beweis (Forts.):
Sei Q ={q
2
R

/\ (G (zusty g,

T

RANANTYNTONE

Beweis (Forts.):
Sei QQ ={¢
P
) I

RANANTYANTONE
/\ (G (zusty g,

t




Beweis (Forts.):
Sei @ ={q1..... gy und I' = {ay. ..., a}.

F = RAAAT ATOAE

R = /\[G(zustt_q1 ..... zusty,g, ) N G(POS; _pmys - -+ » POs; p(ny) N
t

A\ G(bandyia,. ... band; ;.q,)]

Beweis (Forts.):
Sei Q@ ={q1..... gptund I' = {aq,.... ar}.

Ny

RAAANTL ATy AE

/\ G(zusty g, .. .., zusty.q,. ) N G(PoSy _p(n)

t

N\ G(bandyia,. ... band;a,

zusto g,

Beweis (Forts.):
Sei Q@ ={q1..... qry und I' ={ag. ..., ar}.

F = RANANTIANTONE
R = /\[G(zustm1 ..... zusty g, ) A G(POs; _p(rys - - - POs; p(n)) A
t

N\ G(band,ia,..... band; ; 4, )]

A = Zzustyg, A posgq

Beweis (Forts.):
Sei Q@ ={q1..... grtund I'={aq..... a}.

I3
R

RANANTIANTGANE

/\ G(zusti g, ... .. zusty g, ) A G(pos, _p(n)

t

N\ G(bandia,.....bandy;a

mn

zusty,q, A posy 1 A /\ bandy ;. x;
j=1




Beweis (Forts.):
Sei @ ={q1..... gy und I' = {ay. ..., a}.

F = RANAANTIATOANE
R = /\[G(zustt_q1 ..... zusty,g, ) N G(POSt _pinys - - - » POS; pny) N
.

A\ G(bandyia,. . ... band; ;.q,)]

n
A = zustyq A posyy A /\ bandg jz; N
j=1
0 p(n)
/\ bandy j o A /\ bandy ;1
j=—p(n) j=ntl

Beweis (Forts.):

Ty = /\ [zustt‘q A pos; ; A band, ;
t,q,i,a

Beweis (Forts.):

T, = /\ [zust; 4 A pos; ; A band, ;
t,q.i,a
— \/ (zustpq g A POSt 1 gy N b3ndt+1,f.af)]

(¢',a’y)€é(q,a)

Beweis (Forts.):

T, = /\ |zusty 4 A\ pos; ; A band ; 4
t,q,i,a
— \/ (zustiy1,q A POSi 1 iy A\ bandiiy o)l
(¢",a’ y)€d(g,a)
Ty = \((~pos,; A bandy;a) — bandy 1)

ti,a




Beweis (Forts.): Von der Losbarkeit zur Losung

T, = /\ [zust; 4 A pos, ; A bandy; ,
t,g.i,a
- \/ (zustyi1,g A POS 1 iy N bandy i1 ar)]
(¢',a".y)€d(q,a)
Ty = N ((=pos; A bandy; ) — bandyysi.a)
t,i,a
E = \/ \/ zusty 4
t geF

Beweis (Forts.): Von der Lésbarkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert

werden:
T = /\ \zust; o A pos, ; A bandy ; o Sei I eine Formel mit den Variablen zy, ... .: T
t,q.i,a
— \/ (zusty1,q N POS41 iy /N DaNdyiy i ar)]
(¢'.a’y)€d(g.a)
Ty = /\ ((mpos; ; A bandy ; o) — bandii1iq)
ti,a
E = \/ \/ zust; 4
t geF
T r—1 r
G(ur... ., vr) :(\/t,)/\ /\ /\ —(v; A vy)
i=1 i=1 j=i+1




Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1.....: Tk

if F' & SAT then output( "nicht lésbar")

Von der Lésbarkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei I eine Formel mit den Variablen zq, ... .: Ik

if /"¢ SAT then output( “nicht Isbar”)

else
for i :=1to k do
if ['[x; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(x; "=" b)
F:=Flz; =1

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F' eine Formel mit den Variablen 1. ... .: Tk
if F' ¢ SAT then output( “nicht lésbar”)
else
for i:=1to & do
if F[x; :=0]c SAT then b:=0else b:=1

Von der Lésbarkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei [ eine Formel mit den Variablen xq.....: (%

if /"¢ SAT then output( “nicht I6sbar”)

else
for i:=1 to k do
if [[x; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(z; “=" b)
F:=Flx; =1

wobei  F[x:=b] = F mit x ersetzt durch b.




Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1.....: Tk
if F' & SAT then output( "nicht lésbar")
else

for i:=1to k do
if F[x; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(x; “=" b)
F = Flz; =]

wobei  Flr:=b] = F mit x ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))

Von der Lésbarkeit zur Lésung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei I eine Formel mit den Variablen zq, ... .: Ik

if /"¢ SAT then output( “nicht Isbar”)
else
for i :=1to k do
if ['[x; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(x; "=" b)
F:=Flz; =1

wobei  Flr:=b] = I mit x ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))
—> Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - ([(n)+n))
(falls es eine gibt.)

[(n) polynomiell = n - (f(n)+ n) polynomiell

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT reduziert
werden:

Sei F' eine Formel mit den Variablen 1. ... .: Tk
if F' ¢ SAT then output( “nicht lésbar”)
else

for i :=1to k do
if F[x; :=0]c SAT then b:=0else b:=1
output(x; “=" b)
F = Flz; .= b
wobei F[z:=b] = F mit x ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))
—> Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - (f(n)+n)

Bemerkungen:

@ Die Reduzierung der Lésungsberechnung auf SAT ist eine rein
theoretische Konstruktion.




Bemerkungen:

e Die Reduzierung der Losungsberechnung auf SAT ist eine rein
theoretische Konstruktion.

@ Sie zeigt, dass man sich auf SAT beschranken kann, wenn
man nur an polynomiell /exponentiell interessiert ist.

@ Alle bekannten Entscheidungsverfahren fiir SAT berechnen
auch eine Losung.
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SAT (Logik!) als universelle Sprache
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Von NP-hart zu ,,NP-leicht”

@ Bis vor 10 Jahren:
NP-vollstindig = Todesurteil
@ In den letzten 10 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von
SAT-Losern (SAT-solver): http://satcompetition.org
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Unerfiillbar: bis 10° Variablen
o Jetzt:
NP-vollstindig = Hoffnung durch SAT

e Paradigma:

SAT (Logik!) als universelle Sprache
zur Kodierung kombinatorischer Probleme

Reduktion auf SAT manchmal schneller als problemspezifische
Loser!




Von NP-hart zu ,,NP-leicht* Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
@ Bis vor 10 Jahren:
NP-vollstindig = Todesurteil

@ In den letzten 10 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von
SAT-Losern (SAT-solver):  http://satcompetition.org
Stand der Kunst: Erfiillbar: bis 10° Variablen
Unerfiillbar: bis 10% Variablen

e Jetzt:
NP-vollstindig = Hoffnung durch SAT
e Paradigma:

SAT (Logik!) als universelle Sprache
zur Kodierung kombinatorischer Probleme

Reduktion auf SAT manchmal schneller als problemspezifische
Loser! Und fast immer einfacher.

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT. Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
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benachbarten Knoten gleich gefarbt sind? benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V, E) auf SAT:




Beispiel: Reduktion von 3-Firbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph
Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?
Lineare Reduktion von Graph G = (V| I/) auf SAT:
@ Variablen =V x {1.2,3}.

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V| E) auf SAT:

e Variablen = V' x {1.2.3}. Notatation: z;

@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe ¢
Instanz von SAT:

/\ G(-r-vl s Ly2, -f'-v?,) A /\ ﬁ(-rul ATy V Ty2 ATpa V Tyg A -rlrS)
veV (u,w)eE

Beispiel: Reduktion von 3-Firbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V. I/) auf SAT:

@ Variablen = V' x {1.2,3}. Notatation: zy;

@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i
Instanz von SAT:

/\ G(xp1, Tv2, Ty3)

veV

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph
Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V. I) auf SAT:

@ Variablen = V' x {1.2,3}. Notatation: z,;

@ Interpretation: z,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i
Instanz von SAT:

/\ G(-rul- Ly2. »I'L'S) A /\ _‘(-r-ul ATyl V Ty2 NTp2 V Tyg A -7’1:3)

veV (uv)el

Bemerkungen
@ Zeigt 3COL <, SAT und damit 3COL € NP.




Beispiel: Reduktion von 3-Firbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COoL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph G = (V. ) auf SAT:

e Variablen = V' x {1.2,3}. Notatation: zy;

@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe ¢
Instanz von SAT:

/\ G(-rvl T2, Ty3) A /\ Tut Ap1 V Tua Apa V T3 A Ty3)
velV (uw)eE

Bemerkungen
e Zeigt 3COL <, SAT und damit 3COL € NP.
@ Zeigt nicht, dass 3COL NP-vollstindig ist.

Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung

Ahnlich direkt polynomiell auf SAT reduzierbar:
e HAMILTON
e SUDOKU

Eine Anwendung von k-Firbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstlick n Variablen so auf k
Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?
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Eine Anwendung von k-Firbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstlick n Variablen so auf k
Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?

Variable ist an einem Punkt lebendig
gdw sie spater noch gelesen wird, ohne vorher iiberschrieben
worden zu sein.

Reduktion auf k-Farbbarkeit:

Variable = Knoten
u und v verbunden = w # v und es gibt einen Programmpunkt,
an dem wu und v lebendig sind
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Sowohl k-Farbbarkeit als auch Registerverteilung ist fiir & > 3
NP-vollstandig.

Mehr Information: Vorlesung Programmoptimierung




