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Lemma 4.79

Das PCP ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Zihle die moglichen Lésungen der Lange nach auf, und probiere
jeweils, ob es eine wirkliche Ldsung ist.

Wir zeigen nun:
H<MPCP<PCP

wobei

Definition 4.80 (Modifiziertes PCP, MPCP)

Gegeben: wie beim PCP

Problem: Gibt es eine Lésung iy, .... i, mit i =17

Satz 4.81

MPCP < PCP

1

Bewelis:
Flirw=a...a,:

E = HarHasFH ... Fan#
1_1: ar#as#t ... Han#
w = HayHast .. Fa,
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Das PCP ist semi-entscheidbar.

Beweis:
Zihle die moglichen Ldsungen der Lange nach auf, und probiere
jeweils, ob es eine wirkliche Lésung ist.

Wir zeigen nun:
H<MPCP < PCP

wobei

Definition 4.80 (Modifiziertes PCP, MPCP)
Gegeben: wie beim PCP

Problem: Gibt es eine Lésung i1,..., ip Mitip =17

Satz 4.81

MPCP < PCP
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Beweis:
Firw=uaj...a,:

? = Far@asF .. FanH
voi= a Fastt .. HanH
w = HayHastt ...

f((r1,m), .- -, (2. 7)) = (@ 91f (21,

Satz 4.82
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Bewelis:

Flirw=aj...a,:
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Beweis: Aus H < PCP folgt direkt
eweis:

Korollar 4.83
° (#: #q?u.#) Das PCP ist unentscheidbar.
@ (a,a) firalle a € T'U{#}
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Das PCP ist auch fiir ¥ = {0, 1} unentscheidbar Das PCP ist auch fiir ¥ = {0, 1} unentscheidbar
Beweis:

Wir nennen dies das 01-PCP und zeigen PCP < 01-PCP.
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Korollar 4.83
Das PCP ist unentscheidbar.

Korollar 4.84
Das PCP ist auch fiir ¥ = {0, 1} unentscheidbar

Beweis:
Wir nennen dies das 01-PCP und zeigen PCP < 01-PCP.

Sei ¥ = {ay,....,a,} das Alphabet des gegebenen PCPs.

. : a; = 01
Abbildung auf ein 01-PCP: 7~ __
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(T1,91), - - -, (Tk, Ui) eine Lésung hat.
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Korollar 4.83
Das PCP ist unentscheidbar.

Korollar 4.84
Das PCP ist auch fiir ¥ = {0, 1} unentscheidbar

Beweis:
Wir nennen dies das 01-PCP und zeigen PCP < 01-PCP.
Sei 3 = {ay,.... a,, } das Alphabet des gegebenen PCPs.
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Aus H < PC'P folgt direkt

Korollar 4.83
Das PCP ist unentscheidbar.

Korollar 4.84
Das PCP ist auch fiir ¥ = {0, 1} unentscheidbar

Beweis:
Wir nennen dies das 01-PCP und zeigen PCP < 01-PCP.
Sei ¥ ={ay,..., b das Alphabet des gegebenen PCPs.

. . a; = 0V
Abbildung auf ein 01-PCP: 7~ __
Qjy o, = Qjy ... Qg
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Aus H < PCP folgt direkt

Korollar 4.83
Das PCP ist unentscheidbar.

Korollar 4.84
Das PCP ist auch fiir 3 = {0.1} unentscheidbar

Beweis:
Wir nennen dies das 01-PCP und zeigen PCP < 01-PCP.

Sei ¥ = {ay,.... a, } das Alphabet des gegebenen PCPs.

. , a = 0
Abbildung auf ein 01-PCP: 7~ __
ajy .. g, = @y, ...y,
Dann hat (21, 41)...., (xp. yr) eine Losung gdw
(T1,91), - .-, (Tk, Ui) eine Lésung hat.

.= klar, ,<=" folgt da * : £* — {0, 1}* injektive ist:
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Bemerkungen
@ Das PCP ist entscheidbar falls |X| =1
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Aus H < PCP folgt direkt

Korollar 4.83
Das PCP ist unentscheidbar.

Korollar 4.84
Das PCP ist auch fiir ¥ = {0, 1} unentscheidbar

Beweis:
Wir nennen dies das 01-PCP und zeigen PCP < 01-PCP.
Sei 3 = {ay,.... a,, } das Alphabet des gegebenen PCPs.

. : a = 0
Abbildung auf ein O1-PCP: %~ __
aj ... G, = a4y ...,
Dann hat (z1,y1)....,(2E. yr) eine Losung gdw
(T1.71), - ., (Tg. k) eine Losung hat.
.= klar, ,<=" folgt da * : ¥* — {0, 1}* injektive ist:
Tiy oo Tiyy = Yiq - - Yip, = Ty .. Tip = Yiq - -Yip
Bemerkungen
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o Das PCP ist entscheidbar falls & < 2.




Bemerkungen
@ Das PCP ist entscheidbar falls |X| =1
@ Das PCP ist entscheidbar falls £ < 2.
@ Das PCP ist unentscheidbar falls & > 7.

4.13 Unentscheidbare CFG-Probleme

o Fir DFAs ist fast alles entscheidbar:

Bemerkungen
@ Das PCP ist entscheidbar falls || =1
@ Das PCP ist entscheidbar falls k& < 2.
@ Das PCP ist unentscheidbar falls & > 7.

e Fur k=3,...,6 ist noch offen, ob das PCP unentscheidbar
ist.
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4.13 Unentscheidbare CFG-Probleme

@ Fiir DFAs ist fast alles entscheidbar:
L(A)=0, L(A)=L(B), ...

e Fiir TMs ist fast nichts entscheidbar:
L(M) =0, L(My) = L(Mas), ...

e Fiir CFGs ist manches enscheidbar (L(G) = (2))
und manches unentscheidbar: L(G1) = L(G5), .

Satz 4.85

Fiir CFGs G1. G5 sind folgende Probleme unentscheidbar:

O Ist L(G1) N L(Gy) =07

Beweis:
K=(ry.y). ..., (7). yx) wird abgebildet auf G}

S — A$B
A = aAry |- | apday,
A — c1111 [ -] akik
B — l,fl EBa; I ljk R Bay,
B — ylay|-- | ylay,
und Go:
S — aSay |- |apSar |T

T — 0T0|1T1]$
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4.13 Unentscheidbare CFG-Probleme

@ Fiir DFAs ist fast alles entscheidbar:
L(A)=0, L(A)=L(B), ...

o Fiir TMs ist fast nichts entscheidbar:
L(M) =0, L(My) = L(Ms), ...

e Fiir CFGs ist manches enscheidbar (L(G) = 0),
und manches unentscheidbar: L(Gq) = L(G5), ...

Satz 4.85
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4.13 Unentscheidbare CFG-Probleme

@ Fiir DFAs ist fast alles entscheidbar:
L(A)=0, L(A)=L(B), ...

e Fiir TMs ist fast nichts entscheidbar:
L(M)=0, L(M)= L(Ms), ...

e Fiir CFGs ist manches enscheidbar (L(G) = 0),
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Satz 4.85
Fiir CFGs (&1, G5 sind folgende Probleme unentscheidbar:

Q Ist L(G1)NL(Gy) =07

Q Ist |L(G1)NL(Gy)| =00 7

© /st L(G1) N L(Gy) kontextfrei?
Q Ist L(G1) C L(Gy)?

Q Ist L(G1) = L(G2)?




Beweis:
K= {(x1,1n), .-, (xg, yr) wird abgebildet auf Gy

S — A$B
A = wAry |- | apAxy
A = aay || aprg
B — y{%Bal e nyak
B — y{%al IR yfak
und Ga:
S = aSay |- |apSap |T
I — 070[1711]$%
Satz 4.86

Flir eine CFG G sind folgende Probleme unentscheidbar:

@ Ist G mehrdeutig?
Q Ist L(G) regular?
© Ist L(G) deterministisch (DCFL)?
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Beweis (Forts.):
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Beweis:

1. G mehrdeutig: Sei G3 .=, G UG",
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Satz 4.87
Fiir eine CFG G und einen RE « ist L(G) = L(«) unentscheidbar.

Beweis:
Im Beweis des vorherigen Satzes hatten wir eine Reduktion
K — G4 mit

K unlésbar & L(G,) =%*
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= L(G4) nicht reg/det.

Damit ist K — G4 Reduktion fiir PCP < L(G) reg/det. O

Satz 4.87
Fiir eine CFG GG und einen RE « ist L(G) = L(«) unentscheidbar.

Beweis:
Im Beweis des vorherigen Satzes hatten wir eine Reduktion
K +— G4 mit
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Satz 4.87
Fiir eine CFG GG und einen RE « ist L(GG) = L(«) unentscheidbar.

Beweis:
Im Beweis des vorherigen Satzes hatten wir eine Reduktion
K — G4 mit

K unlésbar < L(Gy) =2

Sei ¥ = {ay,..., an}. Dann reduziert K+ (Gy, (aq] ... |a,)*) das
PCP auf das Problem L(G) = L(a), Cl
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5. Komplexitatstheorie

e Was ist mit beschrankten Mitteln (Zeit&Platz) berechenbar?
o Wieviel Zeit&Platz braucht man,
um ein bestimmtes Problem/Sprache zu entscheiden?
o Komplexitat eines Problems, nicht eines Algorithmus.
@ Obere Schranken: durch Angabe eines Algorithmus
Bsp: w € L(G) fiir CFGs ist in Zeit O(|w|*) I&sbar, mit CYK.

e Untere Schranken: schwierig ...
Bsp: Palindrom-Test auf einer 1-Band TM braucht Zeit ©(n?)
Nicht hier.

o JEinfluss des Maschinenmodells:
Deterministisch oder Nichtdeterministisch

Polynomielle und exponentielle Komplexitat
Taktfrequenz: 1GHz

ProblemgroBe n

Zeit | 10 20 30 40 50 60

n O01lms 02 ms 03 ms .04ms 05 ms .06 ms
n? d ms 4 ms 9 ms 16ms 25 ms 3.6 ms
n’ 100ms  0.003s 0.02s 0.1s 03 s 0.7 s
2" |1 ms 0.001s 1 s 18 m 13 T 36 J
3" | b9 ms 3 s 2 T 385) 2.107J 102

ms=Mikrosek., s=Sek., m=Minute, T=Tag, J=Jahr

Polynomielle und exponentielle Komplexitat
Taktfrequenz: 1GHz

ProblemgréBe n

Zeit | 10 20 30 40 50 60

n Olms 02 ms 03 ms .04ms .05 ms .06 ms
n? 1 ms 4 ms 9 ms 16ms 25 ms 3.6 ms
n° 100ms 0.003s 0.02s 0.1s 03 s 0.7 s
2" 11 ms 0.001s 1 s 18 m 13 T 36 J
3" |50ms 3 s 2 T 38J 2-107J  10%2]

ms=Mikrosek., s=Sek., m=Minute, T=Tag, J=Jahr




