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4.9 Entscheidbarkeit und das Halteproblem

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.
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Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 4.52
Eine Menge A (C N oder X*) heiBt entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

() 1 fallsxe A
ALT) 1=
al 0 falls x ¢ A

berechenbar ist.
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4.9 Entscheidbarkeit und das Halteproblem

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 4.52
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBt entscheidbar gdw ihre

charakteristische Funktion
Kz (R == K, 64
\

() 1 fallsze A
vA(r) =
A 0 fallsa¢ A

berechenbar ist.

Eine Eigenschaft/Problem P(x) heiBt entscheidbar gdw {x | P(x)}
entscheidbar ist.

Fakt 4.53

Die entscheidbaren Mengen sind abgeschlossen unter Komplement:
Ist A entscheidbar, dann auch A.

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

@ Sei I'={ap..... ag} und Q = {qo. .. .. In}-
® 6(gi.aj) = (qi.ay.d) wird kodiert als

F#bin(i)#bin(j)#bin(i" ) #bin(")#bin ()

wobei bin : N — {0.1}* die Binarkodierung einer Zahl ist und

et falls d = L/R/N.




Kodierung einer TM als Wort iiber £ = {0, 1}, exemplarisch:
o Sei I'={agp,.... ag} und Q@ = {qo..... In}-
® 0(gi.aj) = (g, aj . d) wird kodiert als

#bin(i)#bin(j)#bin(i")F#bin(3")#bin(m)

wobei hin : N — {0. 1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd=L/R/N.

e Kodierung von ¢: Konkatenation der Kodierungen aller
d(.,.) = (.,...), in beliebiger Reihenfolge.

Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:
e Sei I'={ap..... ag} und Q = {qo, ..., In}-
® 6(gi.aj) = (gy.ay.d) wird kodiert als

F#bin(i)#bin(j)#bin(i")#bin(j")#bin(m)
wobei bin : N — {0. 1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd=L/R/N.

e Kodierung von 4: Konkatenation der Kodierungen aller
0(.,.) = (.,.,.), in beliebiger Reihenfolge.

e Kodierung von {0.1.#}* in {0.1}*

0 — 00
1 — 01
# — 11

Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,
dh nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.




Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,
dh nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.
Sei M eine beliebige feste TM.

Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,
dh nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.
Sei M eine beliebige feste TM.

Definition 4.54
Die zu einem Wort w € {0, 1}* gehorige TM M, ist

VL M falls w Kodierung von M ist
Y M sonst

Die Kodierung von syntaktischen Objekten (Programmen,
Formeln, etc) als Zahlen nennt man Gédelisierung und die Zahlen
Godelnummern.

Die Kodierung TM — {0. 1}* ist nicht surjektiv,
dh nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.
Sei M eine beliebige feste TM.

Definition 4.54
Die zu einem Wort w € {0,1}* gehoérige TM Al ist

Vo M falls w Kodierung von M ist
YT YA sonst

Definition 4.55
M w] ist Abk. fiir ,,Maschine A mit Eingabe w"




Definition 4.55

Mw] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w"

M w]] bedeutet, dass M [w] terminiert/hilt.

Definition 4.55

M w] ist Abk. fiir ,,Maschine M mit Eingabe w"

M {w]| bedeutet, dass M [w] terminiert/hilt.

Definition 4.56 (Spezielles Halteproblem)

Gegeben: Ein Wort w € {0, 1}*.
Problem: Halt My, bei Eingabe w 7

Als Menge:
K = {w e {0,1}" | My[w]l}

Definition 4.55

M [w] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w"
M[w]| bedeutet, dass M [w] terminiert/halt.

Definition 4.56 (Spezielles Halteproblem)

Gegeben: Ein Wort w € {0, 1}*.
Problem: Halt My, bei Eingabe w ?

Satz 4.57
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.
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N 1 falls \K(il') =0
Jlw) = {¢ falls v g (w) = 1

Berechnet die TM M yj so berechnet M’ f: ’3/(,\‘_@& ]

M . ja
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w M A | nein !
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Satz 4.57

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y g ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:

w) — 1 falls xg(w) =0
fler) = {J_ falls \(w) = 1

Berechnet die TM M y g so berechnet M’ f:

M’ . ja
Band=(07?—— stop
w M ?n |nein .

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

f(“'l) =1 & \K(H"] =1

Satz 4.57

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y g ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \K(u') =0
Jlw) = {¢ falls v g (w) = 1

Berechnet die TM M yj so berechnet M’ f:

M . ja
Band=07?=—>stop
w M A | nein !

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

flwh=1L & yg(w)=1

& Myl < MWl < fw)=1

Satz 4.57

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y i ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \f((ii‘) =0
fw) = {L falls g (w) = 1

Berechnet die TM M y i so berechnet M’ f:

M . ja
Band=0?—=stop
w M ?n |nein .

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

Jfw=1 & yg)=1
& Myl

Satz 4.57

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \f((ii‘) =0
Jw):= {L falls g (w) = 1

Berechnet die TM M i so berechnet M’ f:

M . ja
Band=0?=—>stop
w M A | nein !

Dann gibt es ein w’ mit My, = M'.

flwh=1L & yg)=1
s Myl < MWl < fw)=

1
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Satz 4.57
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.
Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y g ist berechenbar.

Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \K(il') =0
J(w) = {J_ falls g (w) = 1

Berechnet die TM M y g so berechnet M’ f:

M’ . ja
Band=(07?—— stop
w M ?n |nein .

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

flwh) =1 & yg)=1

& Myl < MWl < fu')=1

Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Worter w,x € {0,1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe & ?

Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Worter w, x € {0, 1}*.
Problem: Halt My, bei Eingabe = 7

Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)
Gegeben: Worter w,x € {0,1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe x: ?

Als Menge:
H = {w#az | My[z|l}




Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem) Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Worter w,x € {0, 1}*. Gegeben: Worter w, x € {0, 1}*.
Problem: Halt My, bei Eingabe = 7 Problem: Halt My, bei Eingabe = 7
Als Menge: Als Menge:
H = {w#ax | Myx]}} H = {w#x | Myx]]}
Satz 4.59 Satz 4.59
Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar. Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.
Beweis:

Waiare H entscheidbar, dann trivialerweise auch K :

(1w, w)

i (w) = \H/\
(i

Definition 4.60 (Reduktion) Definition 4.60 (Reduktion)

Eine Menge A C ¥.* ist reduzierbar auf eine Menge B C I'™* Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C T'™
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : X* — I'™ gibt
mit

VweX'. weAds f(w)e B




Definition 4.60 (Reduktion)
Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C T™
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — I'™ gibt
mit

VweX . weAs f(w)e B
Wir schreiben dann A < B.

Definition 4.60 (Reduktion)
Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C ™
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f: X* — I'™ gibt
mit

VweX . weAs f(w)eDB
Wir schreiben dann A < B.

Intuition:
@ B ist mindestens so schwer zu ldsen wie A.

Lemma 4.61

Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Lemma 4.61
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und yp sei berechenbar.




Lemma 4.61 Lemma 4.61

Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar. Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.
Beweis: Beweis:
Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar. Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar.
Dann ist yp o f berechenbar und y4 = ypgo f: Dann ist xyp o f berechenbar und y4 = ygo f:
L1 eeA 1, flx)eB .
xa(r) = { 0. = (z A = { 0, f(x)¢B =xB(f(z)) O
Lemma 4.61 Lemma 4.61
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar. Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.
Beweis: Beweis:
Es gelte A < B mittels f und yp sei berechenbar. Es gelte A < B mittels f und yp sei berechenbar.
Dann ist yp o f berechenbar und y4 = yp o f: Dann ist xp o f berechenbar und y4 = ypo f:
. 1L xeA [ 1 flx)eB _ .. |1 reA |1 flw)eB _
xa(r) { 0, t&A { 0, flx)gB xB(f(x)) O xal@) =13 o , g¢A |0, fo)gB xB(f(x)) O
Korollar 4.62 Korollar 4.62
Falls A < B und A ist unentscheidbar, dann ist auch B Falls A < B und A ist unentscheidbar, dann ist auch B
unentscheidbar. unentscheidbar.
Beispiel 4.63

Da K < H (mit Reduktion f(w) := w#w) und K unentscheidbar
ist, ist auch H unentscheidbar.




Satz 4.64 Satz 4.64
Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar. Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Hy = {“' c {0 l}* | A‘uru[FH«} Hy = {!t' S {0 1}* ‘ ﬂ.fu:[FH,}

Beweis:
Wir zeigen K < Hg mit einer Funktion f: {0,1}* — {0, 1}*.

Satz 4.64 Satz 4.64
Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar. Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.
Ho = {w e {0,1}" | Myell} Ho = {w e {0,1}" | My[e]l}
Beweis: Beweis:
Wir zeigen iK' < Hg mit einer Funktion f: {0,1}* — {0, 1} Wir zeigen X' < Hp mit einer Funktion f: {0,1}* — {0,1}".
fl(w) ist die Godelnummer folgender TM: f(w) ist die Godelnummer folgender TM:
Uberschreibe die Eingabe mit w; fiihre M, aus. Uberschreibe die Eingabe mit w; fihre M, aus.

Dh f berechnet aus w die Kodierung w1 einer TM, die w schreibt,




Satz 4.64
Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Ho = {w € {0, 1} | My[e]L}

Beweis:
Wir zeigen K < Hp mit einer Funktion f: {0.1}* — {0,1}*.
J(w) ist die Godelnummer folgender TM:

Uberschreibe die Eingabe mit w; fiihre M, aus.

Dh f berechnet aus w die Kodierung wy einer TM, die w schreibt,

und gibt die Kodierung von “wq;w" zuriick.
Damit ist f total und berechenbar.
Es gilt:

weK & Mylwll & Myl & f(w) e Hy

[

Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:
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Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

e Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
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Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

e Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
Der Spezialfall Programmpunkt=Programmende ist das
Halteproblem.

Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

e Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
Der Spezialfall Programmpunkt=Programmende ist das
Halteproblem.

@ Kann Variable 7 bei einer bestimmten Eingabe je den Wert

232 erreichen?
Reduktion: Ein Programm P hilt gdw
wihrend der Ausfiihrung von

P; x7 := 232
Variable 27 den Wert 232 erreicht.

Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

e Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
Der Spezialfall Programmpunkt=Programmende ist das
Halteproblem.

e Kann Variable 7 bei einer bestimmten Eingabe je den Wert
232 erreichen?

Quiz
Ist es entscheidbar, ob eine TM
@ mehr als 314 Zustinde hat?




Quiz

Ist es entscheidbar, ob eine TM

@ bei Eingabe ¢ mehr als 314 Schritte macht?

Quiz
Ist es entscheidbar, ob eine TM

© bei allen Eingaben mehr als 314 Schritte macht?

Quiz
Ist es entscheidbar, ob eine TM

© bei irgendeiner Eingabe mehr als 314 Schritte macht?

Quiz
Ist es entscheidbar, ob eine TM

@ bei Eingabe ¢ ihren Kopf mehr als 314 Felder von der
0-Position entfernen kann?




Quiz

Ist es entscheidbar, ob eine TM

Q@ bei Eingabe ¢ einen bestimmten Zustand erreichen kann?

Quiz
Ist es entscheidbar, ob eine TM

@ irgendeine Eingabe akzeptieren kann?

Es missen nicht immer TM sein:

Satz 4.65 (Matiyasevich 1970, Hilberts 10. Problem)

Es ist unentscheidbar, ob ein Polynom in n Variablen mit

ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat (€ Z").

Es miissen nicht immer TM sein:

Satz 4.65 (Matiyasevich 1970, Hilberts 10. Problem)

Es ist unentscheidbar, ob ein Polynom in n Variablen mit
ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat (€ Z™).

Beweis:

H < Hjg




Es miissen nicht immer TM sein:

Satz 4.65 (Matiyasevich 1970, Hilberts 10. Problem)

Es ist unentscheidbar, ob ein Polynom in n Variablen mit
ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat (€ 7).

Beweis:

H <y

Bemerkungen
@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

e ZB gilt: Das Aquivalenzproblem

Eq := {u#v | M, berechnet die gleiche Funktion wie M, }

Bemerkungen

@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

Bemerkungen
@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

e ZB gilt: Das Aquivalenzproblem
Eq := {u#tuv | M, berechnet die gleiche Funktion wie M}
ist schwerer als das Halteproblem:

H<Eq aber Eq&H




Bemerkungen
@ Nicht alle unentscheidbaren Probleme sind gleich schwer

e ZB gilt: Das Aquivalenzproblem
Eq = {u#v | M, berechnet die gleiche Funktion wie M, }
ist schwerer als das Halteproblem:

H<Eq aber Eq#H

@ Es gibt sogar eine unendliche Folge

Ag <A <Ay <o

4.10 Semi-Entscheidbarkeit

Definition 4.66
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBt semi-entscheidbar (s-e) gdw

() 1 fallszxeA
All) =
\A L fallsrg A

berechenbar ist.

4.10 Semi-Entscheidbarkeit

Definition 4.66
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBt semi-entscheidbar (s-e) gdw

' () 1 fallsxe A
ALT) 1=
= L fallseg A

berechenbar ist.

Satz 4.67
Eine Menge A ist entscheidbar gdw sowohl A als auch A s-e sind.




Satz 4.67

Eine Menge A ist entscheidbar gdw sowoh! A als auch A s-e sind.

Beweis:
»="1 Wandle TM fiir x4 in TM fiir x’; und \% um:

x[; .ja ja

\%Y XA nein

xz’i j loop

Satz 4.67
Eine Menge A ist entscheidbar gdw sowohl A als auch A s-e sind.

Beweis:
»="1 Wandle TM fiir x4 in TM fiir y’, und \’? um:

X ja -
\%Y% A XA nein Ja
~loop
X ja
A —— loop
W %ﬁ nein :
T

Beweis (Forts.):

a="
Wandle TM M fiir x4 und TM M fiir x2oin TM fiir x4 um:

Beweis (Forts.):

a=t
Wandle TM Ay fiir x4 und TM My fiir \% in TM fiir x4 um:

input(z);

for s:=0,1,2,... do
if Ali[x] hilt in s Schritten then output(1); halt fi ;
if Ms[x] hilt in s Schritten then output(0); halt fi

()

Formulierung mit Parallelismus:




Beweis (Forts.):

a=
Wandle TM My fiir x4y und TM M fiir xZ in TM fiir x4 um:

Definition 4.69
Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A

gibt, so dass

A={f(0). £(1). /(2)....}

Definition 4.69
Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A

gibt, so dass

A= {f(0). £(1). f(2)....}

Bemerkung:
e Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f (i) = f(j) fiir i # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Warnung: Rekursiv aufzahlbar #£ abz3hlbar!

Definition 4.69
Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A

gibt, so dass

A={f(0).f(1). f(2),...}
Bemerkung;: L b wﬁ\i (‘e( $y = 0\_33

@ Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f(i) = f(j) fir i # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Warnung: Rekursiv aufzihlbar = abz3hlbar!

@ Rekursiv aufzahlbar = abzihlbar




Definition 4.69

Eine Menge A heiBt rekursiv aufzihlbar (recursively enumerable)
gdw A = () oder es eine berechenbare totale Funktion f: N — A
gibt, so dass

A={f(0),/(1). f(2)....}

Bemerkung;:
o Es diirfen Elemente doppelt auftreten (f(7) = f(j) fur i # j)
@ Die Reihenfolge ist beliebig.

Warnung: Rekursiv aufzihlbar # abzihlbar!
@ Rekursiv aufzihlbar = abzihlbar

@ Aber nicht umgekehrt:

K C {0,1}*|ist abzihlbar aberl nichq relursiv aufzihlbar ts.u.)

Lemma 4.70
Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Lemma 4.70
Eine Menge A ist rekursiv aufzahlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Beweis:
Der Fall A = (@ ist trivial. Sei A # ().




Lemma 4.70

Eine Menge A ist rekursiv aufzdhlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.
Beweis:

Der Fall A = 0 ist trivial. Sei A # 0.

="

Sei A rekursive aufzihlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(x);
for i:=0,1,2,... do
if f(i) =z then output(1); halt fi

<"1 Wir nehmen an A C N.
Sei A semi-entscheidbar durch (zB) GOTO-Programm P.

Lemma 4.70
Eine Menge A ist rekursiv aufzihlbar gdw sie semi-entscheidbar ist.

Beweis:
Der Fall A = @ ist trivial. Sei A # 0.

=
Sei A rekursive aufzihlbar mit f. Dann ist A semi-entscheidbar:

input(z);
for i :=0,1,2,... do
if f(i) =z then output(1); halt fi

<" Wir nehmen an A C N.

Sei A semi-entscheidbar durch (zB) GOTO-Programm P.
Problem: P[i] muss nicht halten und darf daher nur
»Zeitbeschrankt" ausgefiihrt weden.




