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4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

Syntax von LOOP-Programmen:

P - X:=X+C
| X:=X-C
PP Tied
| IF X =0#a P ELSE() END
| LOOP X DO P’ END

4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen

4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

Syntax von LOOP-Programmen:

P - X:=X+C
| X:i=X-C
| P; P
| IF X =0D0 P ELSE() END
| LOOP X DO P’ END

wobei X eine der Variablen xq, 21, ...
und C' eine der Konstanten 0. 1,... sein kann.




4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

Syntax von LOOP-Programmen:

P = X=X+

X:=X-C

P; P

IF X =0 D0 P’ ELSE() END
LOOP X DO P END

wobei X eine der Variablen g, x1, ...

und C' eine der Konstanten 0.1, ... sein kann.
Beispiel 4.14
LOOP a2 DO x1 := xg+l END

4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

Syntax von LOOP-Programmen:

P~ @0
|
|
|

X
X :=X-C
P; P

IF X =0 D0 P ELSE() END
LOOP X DO P END

wobei X eine der Variablen zg, 1, ...

und C' eine der Konstanten 0.1, ... sein kann.
Beispiel 4.14
LOOP x2 DO 21 := xp+l1 END

) . ) ) . m—mn fallsm >n
Die modifizierte Differenz ist m —n = -
0 sonst

) . : ) . m —n fallsm >n
Die modifizierte Differenz ist m —n = -
0 sonst
Semantik von LOOP-Programmen (informell):

x; := x; + n Neuer Wert von xz; ist x; + n.




) e ) ) . m —mn fallsm >n
Die modifizierte Differenz ist nl—¥ -

. i . . . m—n fallsm >n
= { Die modifizierte Differenz ist m —n = -
0 sonst

N 0 sonst

Semantik von LOOP.Pfogrammen (informell):

Semantik von LOOP-Programmen (informell):
xr; = x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.
z; = x; — n Neuer Wert von z; ist z; —n.

Pi; P, Fiihre zuerst P; und dann P aus.

T

) . ) ) . m—mn fallsm >n
Die modifizierte Differenz ist m —n = -

) . : ) . m —n fallsm >n
= Die modifizierte Differenz ist m —n = -
0 sonst

N 0 sonst

Semantik von LOOP-Programmen (informell): Semantik von LOOP-Programmen (informell):

x; = x; + n Neuer Wert von x; ist x; + n. T

xj + n Neuer Wert von x; ist xj + n.
x; = x; = n Neuer Wert von z; ist z; — n.

P1; Py Fiihre zuerst P, und dann P aus.

LOOP x; DO P END Fiihre P genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von x; ist.

z; = x; — n Neuer Wert von z; ist z; — n.
Pi; Py Fihre zuerst P, und dann P aus.

LOOP x; DO P END Fiihre P genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von x; ist. Zuweisungen an z; in P
andern die Anzahl n der Schleifendurchliufe nicht.




m —mn fallsm>n

Die modifizierte Differenz ist m —mn = {
0 sonst

Semantik von LOOP-Programmen (informell):

x; = x; + n Neuer Wert von x; ist x; + n.

x; = x; - n Neuer Wert von x; ist x; — n.
Pi; P» Fihre zuerst P; und dann P aus.

LOOP x; DO I” END Fiihre P’ genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von x; ist. Zuweisungen an x; in P

andern die Anzahl n der Schleifendurchliufe nicht.

Beispiel 4.15
LOOP g DO x; := x1+1 END simuliert x1 := 1 + 290

Die modifizierte Differenz ist m —n :=

m —n fallsm >n
0 sonst

Semantik von LOOP-Programmen (informell):

xr; = x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.

z; = x; — n Neuer Wert von z; ist z; —n.
Pi; P, Fiihre zuerst P; und dann P aus.

LOOP z; DO I” END Fiihre I? genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von z; ist. Zuweisungen an z; in I’
andern die Anzahl n der Schleifendurchldufe nicht.

Beispiel 4.15
LOOP x9 DO w1 := x1+1 END simuliert z1 := 21 + x¢
Zu Beginn der Ausfiihrung stehen die Eingaben in xq,... . k.

Alle anderen Variablen sind 0. Die Ausgabe wird in y berechnet.

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein
LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N

Definition 4.16

Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein
LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:

P, gestartet mit ny, ..., ng in @y, ... 5 (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(nqy,..., ng) in xg.




Definition 4.16
Eine Funktion f : N*¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein

LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq. ..., ng € N:

P, gestartet mit nq,. ... Mg in 21, .., i (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(nq,..., ng) in xg.

Lemma 4.17

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein

LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ny € N

P, gestartet mit nq, ..., ng in r1,...,. rj (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(nq,..., ng) in xo.

Lemma 4.17

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.

Beweis mit Induktion {iber die Erzeugung/Struktur der
LOOP-Programme.

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein

LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N

P, gestartet mit ny, ..., ng in xy, ... i (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(nq,..., ng) in xg.

Lemma 4.17

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.

Beweis mit Induktion iiber die Erzeugung/Struktur der
LOOP-Programme.

Sind alle totalen Funktionen LOOP-berechenbar?

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein

LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:

P, gestartet mit ny, ..., ng in @y, ... 5 (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(nqy,..., ng) in xg.

Lemma 4.17

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.

Beweis mit Induktion iiber die Erzeugung/Struktur der
LOOP-Programme.

Sind alle totalen Funktionen LOOP-berechenbar?




Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker®): Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

@ I; = I @ 1 = x; = x; = .z'j+ll
Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"): Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):
@ I; = Iy = €Ty = ‘!j+[] @ r; = I = €Ty 1= (J+”

@ T =T @ r; :=n = ¥ 1= Ij+n




Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

o r; = x; = x; := x;+0
@ I = = xy 1= Ijtn

(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)
@ I; = .I'j"'.?‘k

Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

@y =, = xp = a;+0
@ 1; 1=n = x; 1= I;+n

(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)
@ u; = Ity =@y

(falls i # k)

Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

@ Iy

J'J = €Iy = I‘?'H]

@ r; :=n = ¥ = Ijtn

(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)

:= x;; LOOP 7y DO x;

(falls i # k)

@ 1; = IjkIy

@ r; := wjtry = x; = xj; LOOP x3 DO x; := a;+l
Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):
@ r; = x; = wx = .1'j+1l
@ x; =7 Ty 1= Tn
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)
@ 1; := xj+r; = x; := xj; LOOP x3 DO x; := x;+1




Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):
o r; = x; = x; := x;+0

@ = = wy = ajtn

(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)

® r; := wrjtry = x; := xj; LOOP xp DO @y := a;+1
(falls i # k)

@ r; := wjkry = a; := 0; LOOP @y DO @; := x;+w;

Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

@y =, = xp = a;+0

@ 1; 1=n = x; 1= I;+n
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)

@ 1; := rj+ry = r; := xj; LOOP I} DO & := a;+1
(falls i # k)

@ ; = Ijkry x; := 0; LOOP xp DO x; := x;+x;

(falls i # j, k)
e DIV, MOD, ...

Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

o r; = x; = @ = .1'j+1l

@ r; =N = £y

= r+n

(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)

@ r; := wjtry = x; = xj; LOOP x3 DO x; := a;+l
(falls @ # k)
@ r; := wyjkry = x; = 0; LOOP xp DO x; := @i+
(falls @ # j, k)
Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):
@ w; = ux; = oy = aytl
@ x; =7 Ty 1= Tn
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)
@ 1; := xj+r; = x; := xj; LOOP x3 DO x; := x;+1
(falls i # k)
@ 1; = IjkIy x; :=0; LOOP x; DO x; := &+

(falls i # j. k)
DIV, MOD, ...

x := komplexer Ausdruck




Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

@ r; =x; = x; = x;40

@ I = = xy 1= Ijtn
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)

@ x; = x;try = x; := x;; LOOP zp DO
(falls i # k)

@ r; := wjkry = a; := 0; LOOP @ DO x; :=
(falls i # j, k)

e DIV, MOD, ...

e = := komplexer Ausdruck

@ IF + =0 THEN P END

=+l

.l'i'".l‘j

WHILE-Programme sind LOOP-Programme erweitert um

WHILE-Schleifen:

P — WHILE X # 0 DO P END

Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):
@ 1 = x; = x; = xy+l
@y =n = I T Itn
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)

@ 1 1= xtry = @z 1= oxy; LOOP x3 DO 2y
(falls i # k)

@ r; := wykry = x; :=0; LOOP x3 DO x; :=
(falls @ # j, k)

e DIV, MOD, ...

e = := komplexer Ausdruck

e IF r =0 THEN P END

1= a;+l

.I'i+.l'j

WHILE-Programme sind LOOP-Programme erweitert um

WHILE-Schleifen:
P — WHILE X ;é 0 DO P END

Die Semantik ist wie iiblich.

Fakt 4.18
WHILE-Schleifen kénnen LOOP-Schleifen simulieren.




WHILE-Programme sind LOOP-Programme erweitert um
WHILE-Schleifen:

P — WHILE X = 0 DO P END

Die Semantik ist wie iiblich.
Fakt 4.18
WHILE-Schleifen kénnen LOOP-Schleifen simulieren.

Fakt 4.19
LOOP-5chleifen kénnen WHILE-Schleifen nicht simulieren.

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:

P, gestartet mit ny, ..., ng in xy, ... i (0 in den anderen Var.)

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ny € N:

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein

WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N
P, gestartet mit ny, ..., ng in @y, ... 5 (0 in den anderen Var.)
@ terminiert mit f(ny,.... ng) in xg,

falls f(nq,.... ng) definiert ist,




Definition 4.20
Eine Funktion f : N*¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq,. ... ny € N:

P, gestartet mit nq,. ... Mg in 21, .., i (0 in den anderen Var.)
@ terminiert mit f(nq,..., ng) in xq,
falls f(nq,..., ny ) definiert ist,
e terminiert nicht, falls f(n1,.... nj) undefiniert ist.

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ny € N:

P, gestartet mit nq, ..., ng in r1,...,. rj (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(nq,..., ng) in xp,
falls f(nq,.... ny) definiert ist,
e terminiert nicht, falls f(ng,..., n ) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:

Satz 4.21 (WHILE — TM)
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:

P, gestartet mit ny, ..., ng in xy, ... i (0 in den anderen Var.)
@ terminiert mit f(ny,..., ng) in xo,
falls f(ng,..., ny ) definiert ist,
@ terminiert nicht, falls f(nq,.... ng) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:

Satz 4.21 (WHILE — TM)

Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Beweis:

Jede Programmuvariable wird auf einem eigenen Band gespeichert.

Wir haben bereits gezeigt: Alle Konstrukte der WHILE-Sprache
konnen von einer Mehrband-TM simuliert werden, und eine
Mehrband-TM kann von einer 1-Band TM simuliert werden.

GOTO ™
/
WHILE
T
LOOP
Ubersetzungen




Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen Anweisungen

ﬂ-lrl : ;—111: ;‘“llrg N ;—1122 ey ;‘“llrk 1;—1;‘« ;‘“llrl : ;—11: AIQ . ;—12: PP ﬂ-irk : —11,1‘

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Mégliche Anweisungen A; sind:

@ 1; :=x; +n
@ 1 =1 - n
e GOTO M;
@ IF w; =n GOTD M;
@ HALT
Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen Anweisungen
My Ay, Mo Agr ooy My 2 Ay My Ay My Ag: oo My Ay
(wobei alle Marken verschieden und optional sind) (wobei alle Marken verschieden und optional sind)
Mogliche Anweisungen A; sind: Mogliche Anweisungen A; sind:
@ r; = xj +n @ u; = x; tn
@ I I :I'j - n @ I I )] - n
e GOTO M, e GOTO M;
e IF x; =n GOTO M @ IF r; =n GOTO M
e HALT @ HALT
Die Semantik ist wie erwartet. Die Semantik ist wie erwartet.

Fakt 4.22 (WHILE — GOTO)

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm
simuliert werden.




Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Aq; Ma: Aa; ... My A durch

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; My @ Aa: ...; M, @ Ag durch
pe o= 1;

WHILE pc#0 DO
IF pc =1 THEN P, ELSE

IF pe =k THEN Py ELSE pc:=0
END

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere M7 : Ay; My : Ag; ... My : A durch

pe = 1;
WHILE pc # 0 DO
IF pc=1 THEN P; ELSE

IF pc=k THEN P ELSE pc:=10
END

wobei A; — P; wie folgt definiert ist:




Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; Mo Ao ...0 My @ A durch
pc = 1;

WHILE pc# 0 DO
IF pc=1 THEN P; ELSE

IF pe=k THEN P ELSE pc:=0
END

wobei A; — P; wie folgt definiert ist:

Ty = x5 +/-n — x; = xj +/- n; pe = pe+l

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; My @ Aa: ...; M, @ Ag durch

pe o= 1;
WHILE pe 75 0 DO
IF pc =1 THEN P; ELSE

IF pe =k THEN Py ELSE pc:=0
END

wobei A; — I wie folgt definiert ist:
Ty = x5 +/-n — @y = x5 +/- n; pc o= pe+l
GOTO M, = pc =1
IF x; =0 GOTO M; + IF ;=0
THEN pc:=i ELSE pc:=pct+l END

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Aq; Ma: Aa; ... My A durch
pe = 1;

WHILE pc# 0 DO
IF pc=1 THEN P’ ELSE

IF pc =k THEN Pj ELSE pc:=0
END
wobei A; — P; wie folgt definiert ist:

r; = x5 +/-n = w i= x5 +/- n; pe o= pe+l
GOTO M, = pc =i

Satz 4.23 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere M7 : Ay; My : Ag; ... My : A durch

pe = 1;
WHILE pc 75 0 DO
IF pc=1 THEN P; ELSE

IF pc=Fk THEN P ELSE pc:=0
END

wobei A; — P; wie folgt definiert ist:

T =1 +/-n = w i= 1y +/- n; pe o= perl
GOTO M, = pc o=
IF z; =0 GOTO M; + IF 2;=0

THEN pc:=: ELSE pc:=pc+l END
HALT — pc =0




Korollar 4.24 Korollar 4.24
WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent. WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent.

Korollar 4.25 (Kleenesche Normalform)

Jedes WHILE-Programm ist zu einem WHILE-Programm mit
genau einer WHILE-Schleife dquivalent.

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

GOTO

)

LOOP

Ubersetzungen




GOTO ="M
N e
WHILE

T
LOOP

Ubersetzungen

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Ubersetzung einer TM (Q. X.T. 4. go. 0, F) in ein GOTO-

Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung einer TM (Q. X, T, 4, go, 0, F) in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q= {q0,..., qr} I'={ag(=0),..., an}




Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Ubersetzung einer TM (Q. X.T. 4. o, I, F) in ein GOTO-

Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q=1q.--., qr} I'={ag(=0)..... (in }

Eine Konfiguration

(lz'p e gy Q‘gi Qjy - .((qu
(\ (\'\

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung einer TM (Q. X.T. 4. go,d, F') in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q={q..... qr} I'={ag(=0)..... an}
Eine Konfiguration
(@i, - iy, @, ajy ... aj,)
wird durch die Programmuvariablen . y, = wie folgt reprisentiert:
r=(ip...11)p Y= (ig---J1)p. 2z=1

wobei (ip...11)p die Zahl ip.. .41 zur Basis b:=n + 1 ist:

Satz 426 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung einer TM (Q. X, T, 4. go. 0. F) in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q={q,---, qr} I'={ag(=0),.... an}
Eine Konfiguration
(@i, e aiys Qs gy . ..ag,)
wird durch die Programmvariablen z, i, = wie folgt reprasentiert:

v=(ip...i)p. Y= (Jg---J1)p, z=1

Satz 4.26 (TM — GOTO)

Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Ubersetzung einer TM (Q.X.T, 6, go, ., F') in ein GOTO-
Programm. Zeichen und Zeichenreihen werden als Zahlen kodiert.

Q= {q0,..., qr} I'={ag(=0),..., an}

Eine Konfiguration
(g, .- agy, q, ajy - ..a4,)
wird durch die Programmvariablen .y, ~ wie folgt reprisentiert:

r=(ip...i1 )b, Y= (Jg.--J1)b, 2z=1

wobei (ip...11)p die Zahl i, .. .41 zur Basis b:=n + 1 ist:

yu
r= Z ipb 1
r=1




Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4:

M: IF 2z € F GOTO Meupa: M: IF z € F GOTO M.pq:
a := y MOD b;
Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:
M: IF 2z € I’ GOTO Mgpg; M: IF z € F GOTO M.pq4;
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF = =0 AND a =0 GOTO Myg; IF = =0 AND a =0 GOTO Myg;
IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mp;; IF 2z =0 AND a =1 GOTO Mp;;
IF =z =k AND a =n GOTO My, ; IF z=Fk AND a =n GOTO My,;

Myg:  Fyy; GOTO M;
Myr:  FPyi; GOTO M ;

ﬂfk?l: IDkn; GOTO A‘l[




Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4:

M: IF 2z € F GOTO Meupa: M: IF z € F GOTO M.pq:
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF 2 =0 AND a =0 GOTO My; IF 2=0 AND a =0 GOTO Myg;
IF =0 AND a =1 GOTO My; IF = =0 AND a =1 GOTO Mps;
IF =z =k AND a =n GOTO My, ; IF z =k AND a =n GOTO My, ;
Myg:  Fop; GOTO M Muyg:  Fyg; GOTO M;
Mor:  Por; GOTO M; Mor:  FPoi; GOTO M;
Myn:  Pp,; GOTO M My,: Pg,; GOTO M
wobe F;; die Simulation von 6(gi. aj) = (gr. as. d) ist. wobe F;; die Simulation von d(g;, aj) = (gr. as.d) ist. Fiir d = L:
z o= Zustand aktualisieren
Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §: Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:
M: IF 2z € I’ GOTO Mgpg; M: IF z € F GOTO M.pq4;
a := y MOD b; a := y MOD b;
IF 2 =0 AND a =0 GOTO Myp; IF =0 AND a =0 GOTO Myg;
IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mp;; IF 2z =0 AND a =1 GOTO Mp;;
IF =z =k AND a =n GOTO My, ; IF z=Fk AND a =n GOTO My,;
Myg:  Pyp; GOTO M; Myg:  Fyy; GOTO M;
Mpr:  For; GOTO M; Myr:  FPyi; GOTO M ;
Mpn:  P,; GOTO M My,: P,; GOTO M
wobe F;; die Simulation von (g, aj) = (gr, as. d) ist. Fiir d = L: wobe F;; die Simulation von 6(g;, aj) = (gr. as.d) ist. Fiir d = L:
z =7 Zustand aktualisieren z =7 Zustand aktualisieren
y 1=y DIV b; Loschen von a; y =1y DIV b; Ldschen von a;

bxy + s; Schreiben von ag

<
I




Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 4:

M:

ﬂ-f@o :
Mot :

A f;m :

IF 2 € F GOTO Mepa;

a := y MOD b;

IF > =0 AND a = 0 GOTO Mgg:
IF 2z =0 AND a =1 GOTO Moyi;
IF =z =k AND a =n GOTO My, ;

Fyo; GOTO M
FPo1; GOTO M

Pip; GOTO M

wobe F;; die Simulation von 6(gi, aj) = (gr. as.d) ist. Fiir d = L:

r;
y DIV b;
bxy + s;

Zustand aktualisieren
Loschen von a;
Schreiben von ag

:=bky + (x MOD b); Bewegung L (I): Einfiigen von a;, iny

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:

M

ﬂ-fg() .
Moy :

A [Fm :

IF - € I GOTO M,,q;

a := y MOD b;

IF > =0 AND a =0 GOTO Mpg;
IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mpi;

IF z=Fk AND a=n GOTOD Mp,;
Pyo; GOTO M;
FPy1; GOTO M ;

Pin; GOTO M

wobe F;; die Simulation von (g, aj) = (gr, as. d) ist. Fiir d = L:

=7r;

y DIV b;
b:ky + 5;

Zustand aktualisieren
Loschen von a;
Schreiben von ag

bxy + (z MOD b); Bewegung L (I): Einfiigen von a;, in y

x DIV b

Bewegung L (II): Loschen von a;, aus x

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von &:

M

;‘“lfgo :
Mo :

A [,zm .

IF > € F GOTO M.,q;

a y MOD b;

IF =0 AND a =0 GOTO Mgg;
IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mpy;;

¥ [ ——1

I&]

IF z =k AND a =n GOTO My, ;
Fyo; GOTO M
Py1; GOTO M;

DPin; GOTO M

wobe F;; die Simulation von d(g;, aj) = (gr. as.d) ist. Fiir d = L:

Yot
Yo
Yo
T

(
y DIV b;
bxy + s;

Zustand aktualisieren
Loschen von a;
Schreiben von ag

by + (x MOD b); Bewegung L (I): Einfiigen von a;, in y

x DIV b

Bewegung L (II): Léschen von a;, aus x

GOTO +— TM
ANV
WHILE

/T.
LOOP

Ubersetzungen




4.5 Primitiv rekursive Funktionen

4.5 Primitiv

rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv

LOOP

Primitiv rekursiv

4.5 Primitiv

rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ

Funktional

C, Java,. ..
TM, WHILE, GOTO

OCaml, Lisp, ...
j-rekursiv

LOOP

Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, £ > 0.

4.5 Primitiv

rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen
Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, £ > 0.
Wir identifizieren N° — N mit N und ¢() mit ¢.




4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | pu-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N* — N, k > 0.
Wir identifizieren N® — N mit N und ¢() mit c.

Definition der primitiv rekursiven Funktionen:

Fixe Basisfunktionen B s(z)=ax+1

4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, | > 0.

Wir identifizieren N? — N mit N und ¢() mit c.

Definition der primitiv rekursiven Funktionen:
Fixe Basisfunktionen zB s(z)=x+1

Funktionskomposition  zB f(x,y) = g(x, h(x.y))

4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,. .. OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, £ > 0.
Wir identifizieren N — N mit N und ¢() mit ¢.
Definition der primitiv rekursiven Funktionen:
Fixe Basisfunktionen Bs(r)=ax+1
Funktionskomposition  zB f(z.y) = g(z, h(z, y))

Fixe Art der Rekursion zB f(0)y =1
fln+1) = n=*f(n)

Definition 4.27 (Basisfunktionen)

@ Die konstante Funktion 0
@ Die Nachfolgerfunktion s(n) =n +1




Definition 4.27 (Basisfunktionen)

@ Die konstante Funktion 0
@ Die Nachfolgerfunktion s(n) =n+1
e Die Projektionsfunktionen ﬁf“ NF SN 1<i<k:

4.5 Primitiv rekursive Funktionen

Klassen von Programmiersprachen

Imperativ Funktional
C, Java,... OCaml, Lisp, ...
TM, WHILE, GOTO | p-rekursiv
LOOP Primitiv rekursiv

Wir betrachten Funktionen N¥ — N, | > 0.
Wir identifizieren N? — N mit N und ¢() mit c.

Definition der primitiv rekursiven Funktionen:
Fixe Basisfunktionen zB s(z)=x+1
Funktionskomposition  zB f(x,y) = g(x, h(x.y))

Fixe Art der Rekursion zB floy = 1
fln+1) = n=xf(n)

Definition 4.27 (Basisfunktionen)

@ Die konstante Funktion 0
@ Die Nachfolgerfunktion s(n) =n+1
@ Die Projektionsfunktionen Tf‘ N SN 1<i<k

Definition 4.28
Die Komposition von g und hq, ...,

Definition 4.27 (Basisfunktionen)

@ Die konstante Funktion 0
@ Die Nachfolgerfunktion s(n) =n +1
@ Die Projektionsfunktionen Tf‘ NFE SN, 1<i <k

Definition 4.28
Die Komposition von g und hq, ...,

wobei T = (x1,...,xn) und




Definition 4.29
Das Schema der primitiven Rekursion erzeugt aus g und & die

Funktion f

f(0.7) = g(T)

fT) = h(f(m,T),m,T)
>

)
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Definition 4.29
Das Schema der primitiven Rekursion erzeugt aus g und h die

Funktion f

fl0,x) = g(x)
fim+ 1,7) = h(f(m,T),m,T)

wobei & = (x1,...,x,) und

Definition 4.30 (PR)
Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF N, k>0

Definition 4.30 (PR)
Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF 5 N, k>0

@ Die Basisfunktionen 0, s, und ”f sind primitiv rekursiv.

@ Sind ¢ und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition

@ Sind g und h primitiv rekursiv, dann auch die mit primitiver
Rekursion definierte Funktion

f(0,7) = ¢g(T)
flm+1,7) = h(f(m,T),m,T)




Definition 4.30 (PR)

Die Menge PR der primitiv rekursiven Funktionen ist die folgende
induktiv definierte Teilmenge aller Funktionen NF 5N, k> 0:

o Die Basisfunktionen 0, s, und 7% sind primitiv rekursiv.

@ Sind g und h; primitiv rekursiv, dann auch ihre Komposition

@ Sind g und & primitiv rekursiv, dann auch die mit primitiver
Rekursion definierte Funktion

f0.7) = g(a)
fim+1.7) = h(f(m,T),m,T)

Lemma 4.31
Jede primitiv-rekursive Funktion ist total.




