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6.3 NP-Vollstandigkeit

@ Polynomielle Reduzierbarkeit <,

@ NP-vollstandige Probleme = harteste Probleme in NP,
alle anderen Probleme in NP darauf polynomiell reduzierbar

334

6.3 NP-Volistandigkeit .

6.3 NP-Volistandigkeit

© Polynomielle Reduzierbarkeit <,

© NP-vollstindige Probleme = harteste Probleme in NP,
alle anderen Probleme in NP darauf polynomiell reduzierbar

© Satz: SAT ist NP-vollstindig
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Definition 6.10
Sei AC X*und B CTI*

7

Definition 6.10

Sei AC X*und B CTI*

Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, B,

gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f : ¥X* — I'* gibt, so dass fir alle w € ¥*

weE A f(w) €B

Lemma 6.11
Die Relation <,, ist transitiv.

335

335

Definition 6.10

Sei AC X* und B CI'™.

Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, B,

gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt, so dass fiir alle w € ¥*

Definition 6.10

Sei AC X* und B CI'™.

Dann heiBt A polynomiell reduzierbar auf B, A <, B,

gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt, so dass fiir alle w € ¥*

wE A+ f(w) €B

Lemma 6.11
Die Relation <,, ist transitiv.

Da pa(pi(n)) ein Polynom ist falls p; und p2 Polynome sind.
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Beispiel 6.12
HAMILTONKREIS
Gegeben: Ungerichteter Graph GG

Beispiel 6.12

HAMILTONKREIS

Gegeben: Ungerichteter Graph GG

Problem: Enthalt G einen Hamilton-Kreis, dh einen geschlossenen
Pfad, der jeden Knoten genau einmal enthalt?

TRAVELLING SALESMAN (TSP)

Gegeben: Eine n x n Matrix M;; € N von ,,Entfernungen”
und eine Zahl k£ € N

Problem: Gibt es eine , Rundreise” (Hamilton-Kreis) der Linge
< k?
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Beispiel 6.12
HAMILTONKREIS
Gegeben: Ungerichteter Graph GG

Problem: Enthalt G einen Hamilton-Kreis, dh einen geschlossenen
Pfad, der jeden Knoten genau einmal enthalt?

TRAVELLING SALESMAN (TSP)

Gegeben: Eine n x n Matrix M;; € N von , Entfernungen”
und eine Zahl £ € N

Problem: Gibt es eine ,,Rundreise” (Hamilton-Kreis) der Linge
< k?

HAMILTON <, TSP

({1,....n}, E) r—)[(M,n)

1 falls{i,j} e F
Mij = b L_ﬁ————-—
2/ sonst

wobei
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Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BecP/NP = Ac P/NP

——

Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

Ange@NP — AcP/NP
Beweis:

e Sei A <, B mittels f, die von DTM M/ berechnet wird.
Polynom p beschrankt Rechenzeit von M.

@ Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ beschriankt Rechenzeit von M.

337

337

Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BecP/NP = Ac P/NP
Beweis:

Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BecP/NP = Ac P/NP
Beweis:

e Sei A <, B mittels f, die von DTM M/ berechnet wird.
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Damit ist My; M polynomiell zeitbeschrankt in |w:
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Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BecP/NP = Ac P/NP
Beweis:

@ Sei AL, B mittels@, die von DTM M berechnet wird.
Polynom(p)beschrinkt Rechenzeit von M.
@ Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ beschrankt Rechenzeit von M.
Damit ist M; M polynomiell zeitbeschrankt in |w|:
e My[w] macht < p(|w]|) Schritte.

Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BeP/NP = Ac P/NP
Beweis:

e Sei A <, B mittels f, die von DTM M/ berechnet wird.
Polynom p beschrankt Rechenzeit von M.

@ Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ beschriankt Rechenzeit von M.

Damit ist(Mf; M I)OIynomieII zeitbeschrankt in |w|:
e My[w] macht < p(|w]|) Schritte.

e Ausgabe f(w) von M/ hat Lange < |w| + p(|w]).
e M macht < ¢(|f(w)|) < q(|w|+p(Jw|)) Schritte (¢ monoton)
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Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BecP/NP = Ac P/NP
Beweis:

e Sei A <, B mittels f, die von DTM M/ berechnet wird.
Polynom p beschrankt Rechenzeit von M.

@ Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ beschrankt Rechenzeit von M.

Damit ist My; M polynomiell zeitbeschrankt in |w:
e My[w] macht < p(Jw]|) Schritte.
o Ausgabe f(w) von M; hat Linge < [w] + p(|w]).
R L E

Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BecP/NP = Ac P/NP
Beweis:

e Sei A <, B mittels f, die von DTM M/ berechnet wird.
Polynom p beschrankt Rechenzeit von M.

@ Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ beschrankt Rechenzeit von M.

Damit ist My; M polynomiell zeitbeschrankt in |w:

e My[w] macht < p(Jw]|) Schritte.

o Ausgabe f(w) von My hat Lange < |w| + p(|w]).

e M macht < ¢(|f(w)|) < q(|Jw|+p(Jw|)) Schritte (¢ monoton)

Daher macht (M; M)[w] maximal p(Jw|) + q(|w| + p(Jw|))
Schritte, ein Polynom in |w].
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Lemma 6.13
Die Klassen P und NP sind unter polynomieller Reduzierbarkeit
nach unten abgeschlossen:

A<,BecP/NP = Ac P/NP
Beweis:

e Sei A <, B mittels f, die von DTM M/ berechnet wird.
Polynom p beschrankt Rechenzeit von M.

o Sei B € P mittels DTM M.
Polynom ¢ beschrankt Rechenzeit von M.

Damit ist M; M polynomiell zeitbeschrankt in |w|:

e My[w] macht < p(|w]|) Schritte.

e Ausgabe f(w) von M/ hat Lange < |w| + p(|w]).

e M macht < ¢(|f(w)|) < q(|Jw|+p(Jw|)) Schritte (¢ monoton)

Daher macht (Mj; M)[w] maximal p(|w|) + q(jw| + p(Jw]))
Schritte, ein Polynom in |w].

Analog: A <, BENP = A NP O

Ein Problem ist NP-schwer,
wenn es mindestens so schwer wie alles in NP ist:

Definition 6.14
Eine Sprache L heiBt NP-schwer gdw A <, L fiir alle A € NP.

Definition 6.15
Eine Sprache L heiBt NP-vollstandig gdw
L NP-schwer ist und L € NP.
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Ein Problem ist NP-schwer,
wenn es mindestens so schwer wie alles in NP ist:

Definition 6.14
Eine Sprache L heiBt NP-schwer gdw A gp@ﬁjr alle A € NP,

Ein Problem ist NP-schwer,
wenn es mindestens so schwer wie alles in NP ist:

Definition 6.14
Eine Sprache L heiBt NP-schwer gdw A <, L fiir alle A € NP.

Definition 6.15
Eine Sprache L heiBt NP-vollstandig gdw
L NP-schwer ist und L € NP.

NP-vollstdndige Probleme sind die schwierigsten Probleme in NP:
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Ein Problem ist NP-schwer,
wenn es mindestens so schwer wie alles in NP ist:

Definition 6.14
Eine Sprache L heiBt NP-schwer gdw A <, L fiir alle A € NP.

Definition 6.15
Eine Sprache L heiBt NP-vollstandig gdw
L NP-schwer ist und L € NP.

NP-vollstindige Probleme sind die schwierigsten Probleme in NP:

alle Probleme in NP sind polynomiell auf sie reduzierbar.

NP-schwer

4 N

NP-volistandig

NP

338
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NP

Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

L
>
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Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

340

NP-schwer

NP-vollstindig .

4 N

340

Wie man P;

—NP 18sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Beweis:

»=": Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.

L=t Sei@ein NP-vollstandiges Problem in P.

NP
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Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Beweis:
,="1 Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.

.<=": Sei L ein NP-vollstindiges Problem in P. Dann gilt P © NP:
Ist A € NP, so gil@gp@)(da L NP-schwer) und nach

Lemma 6.13 A€ P (da L € P). O

Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Beweis:
»="1 Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.

.<=": Sei L ein NP-vollstindiges Problem in P. Dann gilt P © NP:
Ist A € NP, so gilt A <, L (da L NP-schwer) und nach
Lemma 6.13 A€ P (da L € P). O

Starke Vermutung:
e P#NP
@ dh kein NP-vollstandiges Problem ist in P.

Aber gibt es liberhaupt NP-vollsténdige Probleme?
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Wie man P;NP |6sen kann:

Lemma 6.16
Es gilt P=NP gdw ein NP-vollstindiges Problem in P liegt.

Beweis:
»=": Falls P=NP, so liegt jedes NP-vollstandige Problem in P.

.<=": Sei L ein NP-vollstindiges Problem in P. Dann gilt P © NP:
Ist A € NP, so gilt A <, L (da L NP-schwer) und nach
Lemma 6.13 A€ P (da L € P). O

Starke Vermutung:
e P#NP
@ dh kein NP-vollstandiges Problem ist in P.

Aussagenlogik

Syntax der Aussagenlogik:
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Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Variablen: X — =z|y|z]...

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Variablen: X — =z |y|z]...
Formeln: F — X |-F|(FAF)|(FVF)|X

Bsp: ((mz Ay)V (z A—2))

Man darf einige Klammern weglassen:
o AuBerste Klammern: (2 V ) A z statt ((z Vy) A z)
@ Assoziativitdt: (zV yV z) A —x statt ((z Vy) V 2) A —z.

Abkiirzungen:
FiL—>F = -FVF
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Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Variablen: X — =z |y|z]...
Formeln: F — X |-F|(FAF)|(FVF)|X

Bsp: ((mx Ay) V (xA—z))

Aussagenlogik
Syntax der Aussagenlogik:

Variablen: X — =z |y|z]|...
Formeln: F — X |-F|(FAF)|(FVF)|X

Bsp: ((mx Ay) V (xA—z))

Man darf einige Klammern weglassen:
o AuBerste Klammern: (z V y) A z statt ((z Vy) A z)
@ Assoziativitdt: (z VyV 2) A =z statt ((z Vy) V z) A -z.

Abkiirzungen:
F,—F = -FVFEF

/\Fi = FinN---ANF,
1=1
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Semantik der Aussagenlogik:

SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F' erfiillbar?

Lemma 6.17
SAT € NP

342
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Semantik der Aussagenlogik:
e Eine Belegung ist eine Funktion von Variablen auf {0, 1}.
Bsp:o={z—0,y—1,2—0,...}
@ Belegungen werden mittels Wahrheitstabellen auf Formeln
erweitert. Bsp: o((—z Ay) V (2 A —2)) =1

e Eine Formel I ist erfiillbar gdw es eine Belegung o gibt mit
o(F)=1.

SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F'.
Problem: Ist F erfiillbar?

Lemma 6.17
SAT € NP

Beweis:
Belegungen sind Zertifikate, die in polynomieller Zeit gepriift
werden konnen:
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SAT
Gegeben: Eine aussagenlogische Formel F.
Problem: Ist F erfiillbar?

Lemma 6.17
SAT € NP

Beweis:

Belegungen sind Zertifikate, die in polynomieller Zeit gepriift
werden konnen:

Es gibt eine DTM, die bei Eingabe einer Formel F' und einer
Belegung o fiir die Variablen in F, in polynomieller Zeit o(F')
berechnet. O

343

Satz 6.18 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-schwer.
Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A€ NP gibtes NTM M mit A= L(M) und
Polynom p mit ntimens(w) < p(Jw)).

344

Satz 6.18 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:
Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-schwer.

Satz 6.18 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstandig.

Beweis:
Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-schwer.
Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A€ NP gibtes NTM M mit A= L(M) und
Polynom p mit ntimey;(w) < p(jw)).

Reduktion bildet w = 1. .. 2, € ¥* auf eine Formel F ab.
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Satz 6.18 (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Da SAT € NP, bleibt noch zu zeigen, SAT ist NP-schwer.
Sei A € NP. Wir zeigen A <, SAT.

Da A € NP gibt es NTMAZ)mit A = L(M) und
Polynom p mit ntimenr(w) < p(Jw)).

Reduktion bildet@: Z1...xn € XF auf eine Formel F' ab.
@ In polynomieller Zeit.

Beweis (Forts.):

Die Variablen von F' beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:
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Zust; 4 t=20,...

q€eqQ

.p(n)

345

345

345



.

t () #4(1w1)
Fﬂw)

N

Beweis (Forts.):
Die Variablen von F' beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:
Intendierte Bedeutung

zusty g =1 <
Zustand nach ¢ Schritten ist ¢

zusty 4 t=20,..

qeQ

- p(n)

345

Beweis (Farts ): ¢
<Die Var-iableuMc{hréiben da£ mégliche Verha@e}y von M [w]:

zust, | t=0,...,p(n)
q€qQ
\£ <L B
e ()] + 4 (be)
Fﬂw)

fe

Beweis (Forts ). 4
<Die Var-iableuMc{hréiben da£ mégliche Verha@e}y von M [w]:

iy Intendierte Bedeutung
zustiy | t=0,...,p(n) zusti g =1 <
geQ Zustand nach t Schritten ist ¢
\£ <L
be o Al #ir)

fe
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Beweis (Forts ). ¢
,{ <Die Val:iableu_\wﬂfhréiben da% mégliche Verhaf{e}p von M [w]:

Intendierte Bedeutung
zusty g =1 <
Zustand nach ¢ Schritten ist ¢

p ]
zustyy | t=0,...,p(n)

geqQ
posy; | t=20,

éT—L i:—p(n;,...

A

{-= () « (1)

pl) ——————— F,

Beweis (Forts.):
Die Variablen von F' beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:

Intendierte Bedeutung

zusty 4 t=0,...,p(n) zusti g =1 <
qE€Q Zustand nach ¢ Schritten ist ¢
pos; ; t=0,...,p(n) pos,; =1 &
1= —p(n),...p(n) | Kopfposition nach t Schritten ist i
t=0,...,p(n)
bandt,i,a i = *p("% 7p(n)
(acl)

345

345

Beweis (Forts.):
Die Variablen von F' beschreiben das mégliche Verhalten von M [w]:

Intendierte Bedeutung

zusty 4 t=20,...,p(n) zusti, =1 <

q€Q Zustand nach ¢ Schritten ist ¢
pos; ; t=20,...,p(n) pos;; =1 <

i =—p(n),...p(n) | Kopfposition nach ¢ Schritten ist i

Beweis (Forts.):
Die Variablen von F' beschreiben das mégliche Verhalten von M [w]:

Intendierte Bedeutung

zusty 4 t=20,...,p(n) zusti g =1 <
q€Q Zustand nach ¢ Schritten ist ¢
pos; ; t=0,...,p(n) pos,; =1 <
i =—p(n),...p(n) | Kopfposition nach ¢ Schritten ist i
t=20,...,p(n) QLCIM@_:J@
band; ;. | ¢ = —p(n),...,p(n) | Bandinhalt nach ¢ Schritten
ael auf Bandposition 7 ist Zeichen a
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Beweis (Forts.):

Die Variablen von F' beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:

Intendierte Bedeutung

zusty 4 t=0,...,p(n) zusti g =1 <
qEQ Zustand nach ¢ Schritten ist ¢
pos; ; t=0,...,p(n) pos;; =1 <
i=—p(n),...p(n) | Kopfposition nach ¢ Schritten ist i
t=0,...,p(n) band, ;o =1 &
band, i, | i = —p(n),...,p(n) | Bandinhalt nach ¢ Schritten
ael auf Bandposition i ist Zeichen «

Jede Berechnunge von M[w] ist als Variablenbelegung kodierbar,

Beweis (Forts.):

¢

345

!( sti Q={q, -, @} und’I‘ ﬁ{al, ] S, Ap}e

~
A

{

4
()

7,

~f (fv))

+4(wi)

fe

344

Beweis (Forts ). 4
1[ <Die Var-iableuMc{hréiben da£ mégliche Verha@e}y von M [w]:

Intendierte Bedeutung

b

zust, | t=0,...,p(n) zusti g =1 <
q€Q Zustand nach ¢ Schritten ist ¢

\( pos,; _|t=0_ p(n) pos;; =1 <

< i =—p(n),...p(n) | Kopfposition nach ¢ Schritten ist ¢
t=0,...,p(n) bandi ;o =1 &

band,;q | i = —p(n),...,p(n) | Bandinhalt nach ¢ Schritten
ael auf Bandposition i ist Zeichen a

z

{’ede Berechnunge von Mw] ist als Variablenbelegung kodierbar,

aber nicht umgekehrt.

4
7 ()

~f (/a/))

—_——

Beweis (Forts.):

SEiQ:{ql,...

[ F = RAAANT ATHAE

Jqkt und T = {ay, . ..

+ (w1

fe
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Beweis (Forts.):

Sei @ ={q1,...,q}und ' ={ai,...,a}.

F := RAAANTLATLAE

Hilfsformel ,Genau ein Argument ist 1":
—_——————e

G(viy...,vp) = \/ /\ /\ vz/\v]
=1 =1 j=i+1
—_—

Beweis (Forts.):

Sei @ ={q1,...,q}und ' ={ai,...,a}.
MM
F = RNANTIANToAE

Hilfsformel ,Genau ein Argument ist 1":

A A -

1=1j=i+1

T

G(viy...,vp) 1= \/vZ (vi Awy)
=1

R & Zu jeder Zeit: Ein Zustand, eine Position, ein Zeichen pro Feld

p(n)
R = /\ [G(zusty g, . ..

t=0

, ZUSty A

3446
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Beweis (Forts.):

Sei @={q1,. ., qu}und T ={ay,...,a;}.

fﬂ:@%AAnAnAE

Hilfsformel ,,Genau ein Argument ist 1*:

r r—1 r
G(vly 7UT) = (\/vl)/\ /\ /\ _'(’Ui/\vj)
=1 i=1j=14+1

Beweis (Forts.):

Sei @ ={q1,. ., qu}und T ={ay,...,a;}.

F = RAAANT AT AE

Hilfsformel ,,Genau ein Argument ist 1*:

r r—1 r
G(vla 7vT“) :(\/vi)/\ /\ /\ _'(vi/\vj)
=1 =1 j=1+1

R & Zu jeder Zeit: Ein Zustand, eine Position, ein Zeichen pro Feld

p(n)
R = /\ (G(zusty g, . .., zust, g, ) A G(po("@,p(n), . ,po?’gp(n)) A
t=0 - —

=
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Beweis (Forts.):

Sei @ ={q1,...,q}und ' ={ai,...,a}.

—_——
F = RNAANTLAT,AE

Hilfsformel ,Genau ein Argument ist 1":

/\ /\ (vi Avy)

=1 j=i+1

T

G(viy...,vp) 1= \/ v;)
=1

R & Zu jeder Zeit: Ein Zustand, eine Position, ein Zeichen pro Feld

p(n)
R = NI[G(austig,. ... 2ustig) N G(pos, ), --- s POS,p(m) A
t=0
p(n)
/\ G(bandtﬂ;ﬂU ceey bandt,i,al)]
i=—p(n) ” -

Beweis (Forts.):

A & Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

A = zusty gy

3446
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Beweis (Forts.):

A & Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

Beweis (Forts.):

A & Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

A = zustyg N pos);

=

]

347

347



A
~

.

Beweis (Forts.):

Die Variablen von F' beschreiben das mdgliche Verhalten von M [w]:

Intendierte Bedeutung

zusty 4 t=0,...,p(n) zusti g =1 <
qEQ Zustand nach ¢ Schritten ist ¢
post,?l t= 77p(n)
i=—p(n),...p(n) o~
1 U
=
345
¢
0 0 D ’ b ] D 7 7
5
A
L

p (1) fe

Beweis (Forts.):

A & Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

n
A = zustyg, A posyy A /\ bandy,j,q; N
j=1
0 p(n)

/\ bandy jo A /\ bandy ;0
j=—p(n) j=n+1

O

Beweis (Forts.):

A & Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

n
A = zustyg, A posyy A /\ bandy j ; N
j=1
p(n)

0
/\ bandomm A /\ band(),j,m
j=—p(n) j=n+1
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Beweis (Forts.):

T1 N Ty & Berechnung respektiert § von M

t,q,t,a
7 g 77(a) a,
ES Az 4
‘t*:o 7=, (¢ =/ K

Beweis (Forts.):

T1 N Ty & Berechnung respektiert § von M

T, = /\ [(zustt,i/\ pOStﬂ;/\bandt,i,’)

t?q"i’a

-V

(q',0',y)€6(q,a)
\q2Y)€012,9)

348
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Beweis (Forts.):
Ty ATy & Berechnung respektiert 4 von M

T = /\ [(zusty g A Post,z‘/\ba”dt,i,a)
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Beweis (Forts.):

Ty ATy & Berechnung respektiert § von M
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Beweis (Forts.):

T1 N Ty & Berechnung respektiert § von M

Ty = /\ [(ZUStt,q/\post,i/\ band ;.a)
t,q,2,a

— \/ (zustii1,g A POSLL iy A bandy11,a')]

(¢',a',y)€8(g,a)

T = /\ [(ﬂposm- A bandy;q) — bandt_ﬂ,i,a]
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Beweis (Forts.):

T1 N Ty & Berechnung respektiert § von M

T = /\ [(ZUStt,q/\post,i/\ bandy,i,a)
t?q"i’a
— \/ (zustiy1,g A POSLL1 iy A band;i1 )]
(¢’ ,y)€d(q,a)
T = /\ [(mpos, ; A bandy i o) — bandyi1 ; ]
tyi,a

E =~ Berechnung erreicht einen Endzustand

E = \t/ zus@@
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Beweis (Forts.):

Ty ATy & Berechnung respektiert 4 von M

T = /\ [(zusty g A Post,z‘/\ba”dt,i,a)
t.q,i,a
— \/ (zustiy1,9 A POS1 iy N band;11,i.')]
(¢',0',y)€d(q,0)
T, = /\I[(=pos,; A bandy;a) — band;i1.]
ti,a
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E #% Berechnung erreicht einen Endzustand
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Beweis (Forts.):

Ty ATy & Berechnung respektiert § von M

T = /\ [(zusty g A Post,i/\bandt,i,a)
t7q7i7a
— \/ (zusti 1,9 A POS 1 iy N band;1,i.')]
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Beweis (Forts.):
Sei @ ={q1,...,q}und ' ={ai,...,a}.

F = RNANTIANTOAE
Hilfsformel ,Genau ein Argument ist 1":

T

r—=1 r
)=\ [ N A

=1 i=1j=t+1

G(Ul,..

Beweis (Forts.):

Nun einfach zu sehen:

Akzeptierende Berechnung von M[w] < Erfiillende Belegung von F’

GroBe von F' polynomiell in n:

Mit Q] = &, |T| =1,

w| = n:

3446
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Beweis (Forts.):

Nun einfach zu sehen:

Akzeptierende Berechnung von M[w] <« Erfiillende Belegung von F’

GréBe von F' polynomiell in n:
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Beweis (Forts.):

Nun einfach zu sehen:

Akzeptierende Berechnung von M[w] < Erfiillende Belegung von F’

D

GréBe von F' polynomiell i@l:

Beweis (Forts.):

A & Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

A = zustyg,

O- —
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Beweis (Forts.):

Sei @={q1,. ., qu}und T ={ay,...,a;}.

F = RAAANTLATOAE

Hilfsformel ,,Genau ein Argument ist 1*:

r r—1 r
G(’Ul, 7UT> = (\/vl)/\ /\ /\ _'(’Ui/\’Uj)
=1 i=1j=14+1

R < Zu jeder Zeit: Ein Zustand, eine Position, ein Zeichen pro Feld

p(n
@ = /\ G(zustig, ,. . ., 2ustrg, ) N G(POS, _p(nys - -5 POS, pn)) N

t=0
p(n)
/\ G(bandy; gy, . .., bandy ;)]
i=—p(n)

Beweis (Forts.):

Nun einfach zu sehen:

Akzeptierende Berechnung von M[w] <« Erfiillende Belegung von F’

GréBe von F' polynomiell in n:

Mit |Q| = k,

I =1 |w=n:

346

349



{es D Olwv_Joon f,
Beweis_(Forts.):
z 1

A & Berechnung startet aus der Anfangskonfiguration mit w

éT-L

{-= () « (1)

plwl) o,

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden
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Beweis (Forts.):

Nun einfach zu sehen:

Akzeptierende Berechnung von M[w] <« Erfiillende Belegung von F’

GréBe von F' polynomiell in n:

Mit |Q| = =1 |w|=n:
|G(v,...,0)|: O(r?)
(=) D (2072102
| Al: O(p(n))
T A Tol: O(p(n)? - k% - 1?)
| E]- O(p(n) - k)

= |F| € O(p(n)*)

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden
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Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1, ..., x:

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen z1, ..., xz:

if /' ¢ SAT then output( “nicht Iosbar”)

.for@q; to 4 do
if Flz; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
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Von der Losbarkeit zur Losung
Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1, ... xy:

if F' ¢ SAT then output( “nicht losbar")
else
for i :=1to k do

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen 1, ..., zy:

if F' ¢ SAT then output( “nicht losbar")
else
for i :=1to k do
if F[z; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(z; “=" b)
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Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1, ..., x:

if I' ¢ SAT then output( “nicht Iosbar™)
else
for i :==1to k do
if Flz; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(z; “="b)
F:=Flx; :=17]

Von der Losbarkeit zur Losung
Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen z1, ..., xz:

if /' ¢ SAT then output( “nicht Iosbar”)
else
for i :==1to k do
if Flz; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(z; “=" b)
F:=Flz; :=1]

wobei Flz:=0b] = F mit x ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))
= Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - (f(n) +n))
(falls es eine gibt.)

f(n) polynomiell = n - (f(n)+ n) polynomiell
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Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen x1, ... xy:

if then output( “nicht losbar")

else

for i := 0 k£ do
ifthen b:=0else b:=1
output{z; =" 0

F:=Flz;:=1]

wobei Flz :=0b] = F mit z ersetzt durch b.

C]J:

Von der Losbarkeit zur Losung

Die Berechnung einer erfiillenden Belegung kann auf SAT
“reduziert” werden

Sei F' eine Formel mit den Variablen 1, ..., zy:

if F' ¢ SAT then output( “nicht losbar")
else
for i :=1to k do
if F[z; :=0] € SAT then b:=0else b:=1
output(z; “=" b)
F:=Flz; :=1]

wobei Fz :=0b] = F mit z ersetzt durch b.

Entscheidung von SAT in Zeit O(f(n))
= Berechnung einer erf. Bel. in Zeit O(n - (f(n) +n))
(falls es eine gibt.)

f(n) polynomiell = n - (f(n) + n) polynomiell
f(n) exponentiell = n - (f(n) + n) exponentiell
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Bemerkungen:

@ Die Reduktion der Lésungsberechnung auf SAT ist eine rein
theoretische Konstruktion.

Tutoren gesucht!
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Bemerkungen:

@ Die Reduktion der Losungsberechnung auf SAT ist eine rein
theoretische Konstruktion.

@ Sie zeigt, dass man sich auf SAT beschrinken kann, wenn
man nur an polynomiell/exponentiell interessiert ist.

@ Alle bekannten Entscheidungsverfahren fiir SAT berechnen
auch eine Losung.

Tutoren gesucht!

Diskrete Strukturen (Brandt)
Funktionale Programmierung/Info 2 (Nipkow)
Theo im SS20 (Nipkow)

e Sie hatten SpaB an DS/FP/Theo,
@ hatten keine Probleme mit der Klausur,

@ hatten Lust als Tutor zu arbeiten?
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