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5.4 WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

WHILE = strukturierte Programme
mit while-Schleifen
GOTO = Assembler

254

Analog zur Fallunterscheidung kann man auch eine TM fiir eine
Schleife konstruieren

5 Bandi=10? 2%

T 1 nein
M

die sich wie while Band ¢ # 0 do M verhilt.

Moral: Mit TM kann man imperativ programmieren:

if
while

5.4 WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

WHILE = strukturierte Programme
mit while-Schleifen
GOTO = Assembler

Wir definieren WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit und zeigen
ihre Aquivalenz mit Turing-Berechenbarkeit.
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5.4 WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

WHILE = strukturierte Programme
mit while-Schleifen
GOTO = Assembler

Wir definieren WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit und zeigen
ihre Aquivalenz mit Turing-Berechenbarkeit.

Syntax von WHILE-Programmen:
P - X:=X+C
| X:=X-C
| P; P
| IF X =0D0 P ELSE () END
| WHILE X # 0 DO P END

wobei X eine der Variablen zg, x4, ...
und C eine der Konstanten 0,1,... sein kann.

Beispiel 5.17
WHILE 29 # 0 DO z1 := xo+1 END

) ) ) . m—n fallsm>n
Die modifizierte Differenz ist m —n = { -

0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):

xz; = x; + n  Neuer Wert von z; ist x; + n.
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; — fall >
Die modifizierte Differenz is¥'m —n /:= meon als =
0 sonst

m—mn fallsm>n

Die modifizierte Differenz ist m —n :=
0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):
xz; = x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.

x; — n Neuer Wert von z; ist x@n

T; -
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m—n fallsm>n

Die modifizierte Differenz ist m —n :=
0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):

xz; = x; + n  Neuer Wert von z; ist z; + n.
xz; = x; — n Neuer Wert von z; ist x; ~n.
P, ; P> Fiihre zuerst P; und dann P, aus.
. . ) . m—n fallsm>n
Die modifizierte Differenz ist m —n = -
0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):

xz; = x; + n  Neuer Wert von z; ist x; + n.

T xj — n  Neuer Wert von x; ist x; ~n.
Py Py

WHILE z; # 0 DO P END

Fihre zuerst P; und dann Py aus.

Fiihre P bis die Variable x; (wenn je)
den Wert 0 annimmt.
Beispiel 5.18

WHILE z; # 0 DO o
simuliert

= x9 + 1; z1:=2x2; - 1 END

To = To t+ Iq
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m—mn fallsm>n

Die modifizierte Differenz ist m —n :=
0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):

xz; = x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.

T; x; — n  Neuer Wert von z; ist x; ~n.
PP

WHILE z; #0 DO P END

Fiihre zuerst P, und dann P» aus.

Fiihre P bis die Variable z; (wenn je)
den Wert 0 annimmt.
Beispiel 5.18

WHILE z; # 0 DO z9
simuliert

= a9 + 1; 21:=x; - 1 END

Die modifizierte Differenz ist m —n :=

m—mn fallsm>n
0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):

xz; = x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.
xz; := x; — n Neuer Wert von x; ist x; ~n.
P, ; P, Fiihre zuerst P, und dann Py aus.

WHILE z; #0 DO P END Fiihre P bis die Variable x; (wenn je)

den Wert 0 annimmt.

Beispiel 5.18

WHILE 351%0 DO x9 := 29 + 1; 1 :=27 - 1 END
simuliert

miTmrng ¥, =l

Zu Beginn der Ausfiihrung stehen die Eingaben in x1,..., x.

Alle anderen Variablen sind 0. Die Ausgabe wird in xg berechnet.
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Die modifizierte Differenz ist m —n := {

m—n fallsm>n

0 sonst

Semantik von WHILE-Programmen (informell):

T

X

x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.

x; — n  Neuer Wert von z; ist x; ~n.

P, ; P> Fiihre zuerst P; und dann P, aus.

WHILE z; # 0 DO P END Fiihre P bis die Variable z; (wenn je)

den Wert 0 annimmt.

Beispiel 5.18

WHILE .151%0 DO 29 := 29 + 1; x1:=2; - 1 END
simuliert

To = XTo t+ Iq

Zu Beginn der Ausfithrung stehen die Eingaben in zq, ..., zf.

Alle anderen Variablen sind 0. Die Ausgabe wird in xg berechnet.

Syntaktische Abkiirzungen (,,Zucker"):

Tr; =

xXr;, =

Z;

n

x; = 1x; +0

T =+ n

255

256

Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

Z;

Z;

x; = x; + 0

Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

Z;

xTr;

Z;

n

x; = x; + 0
rp = x5t n

(wobei an z; nirgends zugewiesen wird)
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Syntaktische Abkiirzungen (,,Zucker"):

Tp = Ij + T

(falls i # k)

$i:$j+0

Ty = T; N

(wobei an z; nirgends zugewiesen wird)

T, = $j;
WHILE x5, # 0 DO

T; = x; + 1; Tk :=xk—1
END

Syntaktische Abkiirzungen (,,Zucker"):

Tr; = Zl,'j

r;, ‘= n

Tp = Ij + T

(falls i # k)

Tp 1= X * Tk
(falls i # 4, k)

X 2=£Ej+0
Ty = T; N

(wobei an z; nirgends zugewiesen wird)

T, = $j;
WHILE x; # 0 DO

T, = x; +1; xp = xp - 1
END
z; = 0;
WHILE z; # 0 DO

Ty 1= Tyt Ty Tk = xp - 1
END

DIV, MOD, geschachtelte Ausdriicke
-

256
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Definition 5.19
Eine Funktion Mist WHILE-berechenbar gdw es ein

WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle ny, ..

Ty 1= Ty + Ty

(falls i # k)

Ty 1= XTj kT

(falls 7 # 7, k)

1'7;293]""0

Tp = xptn

(wobei an z; nirgends zugewiesen wird)

xTr; = :cj;
WHILE z # 0 DO

x; = x; + 1; Tk :=93k—1
END
x; = 0;
WHILE z3 # 0 DO

Ti 1= Tp t Xy Tk = x - 1
END

S nE €N
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Definition 5.19
Eine Funktion f : N*¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein

WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle ny,...,n; € N:

P, gestartet mit nq,...,nx in z1,..., 2% (0 in den anderen Var.)

Definition 5.19
Eine Funktion f : N*¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein

WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq,...,n; € N:

P, gestartet mit nq,...,nx in z1,..., 2% (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(ny,...,ng) in xo,
falls f(ny,...,ny) definiert ist,

e terminiert nicht, falls f(ny,...,ng) undefiniert ist.

257
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Definition 5.19
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein

WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle 721,...,n; € N:

P, gestartet mit ny,...,ng in x1,..., 2 (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(n1,...,ng) in xo,
falls f(ny,...,ng) definiert ist,

Definition 5.19
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein

WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle n21,...,n; € N:

P, gestartet mit ny,...,ng in x1,..., 2 (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(ny,...,ng) in xo,
falls f(ny,...,ng) definiert ist,

e terminiert nicht, falls f(ny,...,ng) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:
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Definition 5.19
Eine Funktion f : N*¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle ny,...,n; € N:

P, gestartet mit nq,...,nx in z1,..., 2% (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(ni,...,ng) in xo,
falls f(ny,...,ny) definiert ist,

e terminiert nicht, falls f(ny,...,ng) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:

Satz 5.20 (WHILE — TM)
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

GOTO ™
e
WHILE

Ubersetzungen
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Definition 5.19
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle 721,...,n; € N:

P, gestartet mit ny,...,ng in x1,..., 2 (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(n1,...,ng) in xo,
falls f(ny,...,ng) definiert ist,

e terminiert nicht, falls f(ny,...,ng) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:

Satz 5.20 (WHILE — TM)
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Beweis:

Jede Programmvariable wird auf einem eigenen Band gespeichert.

Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

My Ay My: Ag; o My Ag
(wobei alle Marken verschieden G ional sind)
<
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Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

My Ay My Ag; ooy My Ay

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

My Ay My: Ag; ooy My Ay

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Mégliche Anweisungen A; sind:

T =Xyt n
ZLL.=£L'J'—’11
GOTO M;

259
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Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

My Ay My Ag; oo My Ag

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Mogliche Anweisungen A; sind:

xXr; o
xXr; o

l‘j*’n
l‘j—n

Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

My Ay My: Ag; o My Ag

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Mogliche Anweisungen A; sind:

Ty 1= Tj +n
€Ty = l‘j - n
GOTO M,

IF z; =n GOTO M;
HALT
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Ein GOTO-Programm ist eine Sequenzen von markierten
Anweisungen

My Ay My Ag; ooy My Ay

(wobei alle Marken verschieden und optional sind)

Mégliche Anweisungen A; sind:

T 1= Ty + n

xTr; = iL‘j - n

GOTO M;

IF @; = n GOTO M;
HALT

Die Semantik ist wie erwartet.

259

Satz 5.22 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Beweis: Simuliere My : Ay; My : Asg; ...; My : A durch

pc = 1;
WHILE pc# 0 DO
IF pc—1=0 THEN P; ELSE

IF pc — k=0 THEN Py ELSE pc:=0 END ... END
END

wobei A; — P; wie folgt definiert ist:

T, =T /- n = x; = x; /- n; pc :=pc+ 1
GOTO M; = pc =1
IF z; =0 GOTO M; +~— IF z; =0
THEN pc := ¢ ELSE pc := pc + 1 END
HALT — pc =0

O

260

Satz 5.22 (GOTO —» WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.

Satz 5.22 (GOTO — WHILE)

Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm
simuliert werden.
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Satz 5.22 (GOTO — WHILE)
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm

simuliert werden.

-
- [Z
— ’——/_—
e ——, u-/
Korollar 5.23

WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent.

Korollar 5.24 (Kleenesche Normalform)

Jedes WHILE-Programm ist zu einem WHILE-Programm mit
genau einer WHILE-Schleife dquivalent.

260
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Korollar 5.23
WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent.

Koreffar 5.23
Wi - und GOTQO- nbarkeit sind dquivalent.
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Korollar 5.23 <
WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalent.

Satz 5.25 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Ubersetzung: TM (Q, %, T, 8, g0, 0, F) — GOTO-Programm.

261
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Satz 5.25 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Satz 5.25 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Ubersetzung: TM (Q, %, T, 6, go, 0, F) — GOTO-Programm.

Q={q,- ., q}

Eine Konfiguration
b L Loy
((lz‘p...(lz‘l, ajl...ajq)
_— -

I'={ap(=0),...,an}

wird durch die Programmvariablen x,y, z wie folgt reprasentiert:

T = (ip..@b, y = (jq---(jl)m z=1

wobei (iy,...11); die Zahl ¢, ...4; zur Basis b :=n + 1 ist:

14
T = E bt
r=1
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Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation vo

[ M fF e coto Mou;
a :=y MOD b;

IF 2z =0 AND a =0 GOTO Mjyo;
IF 2z =0 AND a=1 GOTO Mjp;;

IF z =k AND a =n GOTO My,;
Mog: Pyo; GOTO M;
M()l: POl; GOTO M;

Z/ My

wobei F;; die Simulation von §(g;, a;) = (gr, as, D) ist.

Py ; GOTO M

F={3,)
IF %=3 Coyo My
Trov=r — —

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von ¢:

M: IF z€F GOTO M.n4;
a =y MOD b;
IF 2 =0 AND a =0 GOTO Myo;
IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mo

IF z=Fk AND a =n GOTO Mj,;
Moo: Pyo; GOTO M;
Mo1: Py; GOTO M;

My,: Pen; GOTO M

wobei/ P;; |die Simulation von §(g;, a;) = (gr, as, D) ist.

264
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Satz 5.25 (TM — GOTO)
Jede TM kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.
Ubersetzung: TM (Q, %, T, 6, go, 0, F) — GOTO-Programm.

Q={q,- - q}

Eine Konfiguration

I'= {CL()(: D), .. -7an}

(az-p - Qi 4, ..(qu)

wird durch die Programmvariablen x,y, z wie folgt reprasentiert:

= (ip...10)p, Y= Jg--L1)p, 2z=1

wobei (iy,...11); die Zahl ¢,,...4; zur Basis b :=n + 1 ist:

14
T = E bt
r=1

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:

@ IF 2 € F GOTO0 Mcpg;

a :=y MOD b;
IF z=0 AND a=0 GOTO Myo;
IF 2z=0 AND a=1 GOTO Mpy;

IF z=k AND a =n GOTO My,;
Moyoy: Pyo; GOTO M;
Moy1: Py; GOTO M;
Myn:  Pgn; GOTO M

wobei F;; die Simulation von 6(g;, a;) = (qr, as, D) ist. Fir D = L:
—n Ty T A e

263

264



Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 9:

M: 1IF z€F GOTO Mgnq4;
a =y MOD b;
IF 2z =0 AND a =0 GOTO Myg;
IF 2z =0 AND a =1 GOTO Mpy;

IF z =k AND a =n GOTO My,;
Mog: Pyo; GOTO M;
M()l: POl; GOTO M;

Myn: Pen; GOTO M

wobei Fj; die Simulation von 6(g;, a;) = (¢gyas. D) ist. Fir D = L:

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von ¢:

M: 1IF z€F GOTO Mgnq4;
a =y MOD b;
IF 2z =0 AND a =0 GOTO Myg;
IF 2z =0 AND a =1 GOTO Moy1;

IF z=Fk AND a =n GOTO Mj,;
Moo: Pyo; GOTO M;
Mo1: Py; GOTO M;

My,: Pen; GOTO M

wobei F;; die Simulation von §(g;, a;) = (qr,@D) ist. Fir D = L:

Z =7 Zustand aktualisieren
y =y DIV b; Léschen von a;
y 1=bxy + s; Schreiben von a,

264
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Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:

M: 1IF z€ F GOTO Mgya;
a :=y MOD b;
IF 2 =0 AND ¢ =0 GOTO Myg;
IF 2=0 AND a=1 GOTO My;

IF 2z =k AND a =n GOTO My,;
Moyoy: Pyo; GOTO M;
M01: P()l; GOTO M;

Myn:  Ppn; GOTO M

wobei F;; die Simulation von 6(g;, a;) = (gr, as, D) ist. Fir D = L:
Z =75
y 1=y DIV b;

Zustand aktualisieren
Loschen von a;

Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von §:

M: 1IF z€ F GOTO Mgya;
a :=y MOD b;
IF 2 =0 AND ¢ =0 GOTO Myp;
IF 2 =0 AND a=1 GOTO Mpy;

IF z=k AND a =n GOTO My,;
Moyoy: Pyo; GOTO M;
Moy1: Py; GOTO M;

Myn:  Pgn; GOTO M

wobei F;; die Simulation von 6(g;, a;) = (qr, as, D) ist. Fir D = L:

zZ =7 Zustand aktualisieren
y :=y DIV b; Loschen von a;

y i=bxy + s; Schreiben von a,

Y

:=bxy + (x MOD b); Bewegung L (I): Einfiigen von a;, iny

264

264



Der Kern des GOTO-Programms ist die iterierte Simulation von 9:

M:

wobei F;; die Simulation von §(g;, a;) = (qr, as, D) ist. Fir D = L:

z

Y
Y
Y
x

5.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Moo:
M()l:

My, :

=7y
:=y DIV b;
1= bxy + s;

:=bxy + (x MOD b); Bewegung L (l): Einfiigen von a;, iny

:=x DIV b

IF z € F GOTO Meng;

a =y MOD b;

IF 2 =0 AND a =0 GOTO Mop;
IF 2 =0 AND a =1 GOTO Mps;

IF z =k AND a =n GOTQ Mj,;
PO(); GOTO M;
POl; GOTO M;

Py ; GOTO M

Zustand aktualisieren
Léschen von a;
Schreiben von ay

Bewegung L (I1): Loschen von a;, aus z
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GOTO «+— TM
N S
WHILE

Ubersetzungen

265

5.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

266




5.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 5.26
Eine Menge A (C N oder X*) heiBt entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

) 1 fallszxe A
x) =
@ 0 fallsx¢ A

berechenbar ist.

5.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 5.26
Eine Menge A (C N oder X*) heiBt entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

(z) 1 fallsze A
x) =
x4 0 fallsxz ¢ A

berechenbar ist.

Eine Eigenschaft/Problem P(z) heiBt entscheidbar gdw {z | P(x)}
entscheidbar ist.

Fakt 5.27
Die entscheidbaren Mengen sind abgeschlossen unter Komplement:
Ist A entscheidbar, dann auch A.
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5.5 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 5.26
Eine Menge A (C N oder X*) heiBt entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

1 fallsze A
xA(w) =

0 fallsx¢ A

berechenbar ist.

Eine Eigenschaft/Problem P(x) heiBt entscheidbar gdw {z | P(x)}
entscheidbar ist. T

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

—
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Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

o Sei I' ={ag,...,ar} und Q = {qo,-..,q}.
® (g, aj) = (g, aj,d) wird kodiert als
—n I

#bin (1) Fbin(j)#bin(i")#bin(j")#bin(m)

wobei bin : N — {0,1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd = L/R/N.

267
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Kodierung einer TM als Wort iiber X = {0, 1}, exemplarisch:
e SeiI' ={ap,...,ar} und Q = {qo,...,qn}.

267

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

e Sei I' ={ag,...,ar} und Q = {qo,...,q}.
® (qi,a;) = (gir,aj,d) wird kodiert als

#bin (1) #bin (5)#bin(i" ) #bin (") F#bin(m)

wobei bin : N — {0,1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd =L/R/N.

e Kodierung von §: Konkatenation der Kodierungen aller
d(-y.) = (-y+,.), in beliebiger Reihenfolge.

267



Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

e Sei I' ={ag,...,ar} und Q = {qo,-..,q}.
® (g, aj) = (g, aj,d) wird kodiert als
#bin (i) Fbin(j)#bin (i) #bin(j" ) #bin(m)
wobei bin : N — {0,1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd = L/R/N.
e Kodierung von §: Konkatenation der Kodierungen aller
0(.,.) = (.,.,.), in beliebiger Reihenfolge.
e Kodierung von {0,1,#}* in {0,1}*:

0 — 00
1 — 01
# — 11

Nicht jedes Wort uiber {0, 1}* kodiert eine TM.
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Nicht jedes Wort iiber {0,1}* kodiert eine TM.

O
Q —

NichtO'edes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.

o

268

268



Nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.
Sei M eine beliebige feste TM.

Definition 5.28
Die zu einem Wort w € {0, 1}* gehdrige TM M,,, ist

M falls w Kodierung von M ist
M,:=< .
M sonst

Die Kodierung von syntaktischen Objekten (Programmen,
Formeln, etc) als Zahlen nennt man Godelisierung und die Zahlen
Godelnummern.

Definition 5.29

M{w] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w"
Mw]] bedeutet, dass M [w] terminiert/halt.

268
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Definition 5.29
M{w] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w"

Definition 5.29

M{w] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w"
Mw]| bedeutet, dass M [w] terminiert/halt.

Definition 5.30 (Spezielles Halteproblem)

Gegeben: Ein Wort w € {0,1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe w 7

(K = tw e 0.17" | Mafuil)

/h&ﬂyc e, Yo, /Z)c W f/’./g /”Zé//L
. g A LSt

Als Menge:
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Satz 5.31
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Val aher bo o

L) s {ﬁ o
L

j)({ b A Lo

=) )(? w) A §or . )
J

M0y e 2 (é) 9@( (/- &)
2= ¢ (o X?(A//tﬂ

270

270

o %’/@ //[4/@/] = 1 (@) /PC( {A//:ﬂ)

) T F L (e X ()sq)
I wdd b = Ay s 4o )
\/ (

;f_(t/}:

Satz 5.31
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.
Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh xx ist berechenbar.
Dann ist auch folgende Funktion f berechenbar:

0/ falls yg(w) =10
flw) =
1 falls xg(w) =1
Denn berechnet eine TM M die Funktion x g,
so berechnet die folgende TM M’ die Funktion f:

—

M’ ja
—>Band=0-
w M N |nein

> stop
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Satz 5.31

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Angenommen, K sei entscheidbar, dh xx ist berechenbar.
Dann ist auch folgende Funktion f berechenbar:

0 falls xx(w)
flw) =
L falls xg(w)
Denn berechnet eine TM M die Funktion g,
so berechnet die folgende TM A’ die Funktion f:

0
1

i ja
—>Band=0?—>sto
w M 1 |nein P

Dann gibt es eir@‘nit M, = M'.

Val aher bo o

—>Band:0?£9 stop
M A | nein

fwh)=1L & xg(')=1 (Def von f)
w' € K (Def. von xi)

o MW (My=M

=) )(? w) A §or . )

0 ol TApet von Ky X , (0
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Beweis (Forts.):

M %Bandzo?j—aé stop
w M A |nein

Definition 5.32 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Woérter w,z € {0,1}*.
e ——
Problem: Ha&lt M, bei Eingabe z 7

Als Menge:
H = {whe | Mofell}
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Definition 5.32 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Woérter w, z € {0,1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe x 7

Als Menge:
H = {w#x | My[z]l}

Satz 5.33
Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

O O—

Definition 5.34 (Reduktion)
Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C I'™*
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt
mit

Vwellweds fw)eB

Wir schreiben dann A < B.
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Definition 5.34 (Reduktion)

Eine Menge Ag@ ist reduzierbar auf eine Menge B C I'*
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : 3* — I'* gibt

mit
Yw € E* flw)eB

Definition 5.34 (Reduktion)

Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C I'™*
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt
mit

YweX.weAs f(w) €B
Wir schreiben dann A < B.

Intuition:

@ B ist mindestens so schwer zu l6sen wie A.
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Definition 5.34 (Reduktion)
Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C I'™*
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt
mit

YweX' weAs flw)eB

Wir schreiben dann A < B.

Intuition:
@ B ist mindestens so schwer zu losen wie A.

@ Ist A unldsbar, dann auch B.

Lemma 5.35

Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.
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Definition 5.34 (Reduktion)

Eine Mengeﬁl_g >* ist reduzierbar auf eine Mengej cr
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : 3* — I'* gibt

mit -
YweX.weAs f(w) EB

Wir schreiben dann A < B.
Intuition:
@ B ist mindestens so schwer zu |8sen wie A.

@ Ist A unldsbar, dann auch B.
@ Ist B ldsbar, dann erst recht A.

Lemma 5.35

Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar.
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Lemma 5.35
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und x p sei berechenbar.
Dann ist xp o f berechenbar und x4 = xp o f:

274

Lemma 5.35
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und x p sei berechenbar.
Dann ist xp o f berechenbar und x4 = xp o f:

1, zeA _{1, f(x)eB

Korollar 5.36
Falls A < B und A ist unentscheidbar, dann ist auch B
unentscheidbar.
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Lemma 5.35
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar.
Dann ist xp o f berechenbar und x4 = xp o f:

e = { =2 = {0 %ﬁ - xalf@) O

Ved & L) D
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Lemma 5.35
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar.
Dann ist xp o f berechenbar und x4 = xp o f:

1, z€ A _{1, f(x)eB

Korollar 5.36
Falls A < B und A ist unentscheidbar, dann ist auch B
unentscheidbar.

Beispiel 5.37
Da@@t Reduktion f(w) := w#w) und@nentscheidbar

ist, st auch unentscheidbar.
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Satz 5.38

Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

o )= fw € (0,1} | Mulell}

Satz 5.38

Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Hy = {w € {0,1}" | My[e]l}

Beweis:
Wir zeigen K < Hj mit einer Funktion f: {0,1}* — {0,1}*
f(w) ist die Kodierung folgender TM:

Uberschreibe die Eingabe mit w; fiihre M,, aus.

e
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Satz 5.38

Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Hy:={w e {0,1}" | My[e]l}

Beweis:
Wir zeigen@é@mit einer Funktion f :({0,1}7 —{0,1}*

Satz 5.38

Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Ho :={w € {0,1}" | My[e]{}

Beweis:
Wir zeigen K < Hy mit einer Funktion f : {0,1}* — {0,1}"
f(w) ist die Kodierung folgender TM: s

/ Uberschreibe die Eingabe mit uf; m@

Dh f berechnet aus w die Kodierung wlleiner TM, die w schreibt,
und gibt die Kodierung von “wj;w"” zuriick.

————
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Satz 5.38

Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Hy = {w € {0,1}" | My[e[ }

Beweis:
Wir zeigen K < Hj mit einer Funktion f:{0,1}* — {0,1}*
f(w) ist die Kodierung folgender TM:

Uberschreibe die Eingabe mit w; fiihre M, aus.

Dh f berechnet aus w die Kodierung w; einer TM, die w schreibt,
und gibt die Kodierung von “wq;w" zuriick.
Damit ist f total und berechenbar.

Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.
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Satz 5.38

Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.
= {w e 0,1} [ Mylell}
Beweis:

Wir zeigen K < Hy mit einer Funktion f: {0,1}* — {0,1}*
f(w) ist die Kodierung folgender TM:

Uberschreibe die Eingabe mit w; fithre M,, aus.

Dh f berechnet aus w die Kodierung w; einer TM, die w schreibt,

und gibt die Kodierung von “wy;w" zuriick.
Damit ist f total und berechenbar.
Es gilt: L( < /7/“

@ <~ Mw[w]i <~ Mf(w)[é]l, = f(w) € Hy

whoe bo A =

Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:
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Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

@ Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
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Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

@ Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
Der Spezialfall Programmpunkt=Programmende ist das
Halteproblem.

@ Kann Variable 7 bei einer bestimmten Eingabe je den Wert
232 erreichen?
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Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

@ Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
Der Spezialfall Programmpunkt=Programmende ist das
Halteproblem.
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Fazit:
Es gibt keine allgemeine algorithmische Methode, um zu
entscheiden, ob ein Programm terminiert.

Die Unentscheidbarkeit vieler Fragen iiber die Ausfiihrung von
Programmen folgt durch Reduktion des Halteproblems:

e Kann ein WHILE-Programm mit einer bestimmten Eingabe
einen bestimmten Programmpunkt erreichen?
Der Spezialfall Programmpunkt=Programmende ist das
Halteproblem.

@ Kann Variable 7 bei einer bestimmten Eingabe je den Wert
232 erreichen?
Reduktion: Ein Programm P hilt gdw

——
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Quiz
Ist es entscheidbar, ob eine TM
© mehr als 314 Zustande hat?
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