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@ « kann die Lange, 0, 1, und mehr haben
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Definition 4.48
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA = Pushdown
Automaton) M = (Q, %, T, go, Zo, 9, F') besteht aus

(@ endliche Menge von Zustdnden
> endliches Eingabealphabet
I" endliches Kelleralphabet

qo € @ Anfangszustand

Zy € I' initialer Kellerinhalt

5 Ubergangsfunktion 6: Q x (XU {e}) x I' = Po(Q x T'*)
(P. = Menge allérendlichen Teilmengen)

F C @Q Endzustande

Intuitive Bedeutung von (¢’,«) € d(q,a, Z):

Wenn sich M im Zustand q befindet, das Eingabezeichen
a liest, und Z das oberste Kellerzeichen ist,

so kann M im nachsten Schritt in ¢’ ibergehen und Z
durch « ersetzen.

Definition 4.49
Eine Konfiguration eines Kellerautomaten M ist ein Tripel
(g,w,a) mit g € Q, w € ¥* und av € T™.
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Definition 4.49

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten M ist ein Tripel
(g,w,a) mit g € Q, w € X* und o € T,

Die Anfangskonfiguration von M fiir die Eingabe w € ¥* ist
(g0, w, Zo).
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Definition 4.50
Die Transitionsrelation — s zwischen Konfigurationen:

(¢;aw, Za) = (¢'sw, Bo)  falls (¢, 8) € d(q,a, Z)

(a.f@) Za) ~u1 (q'(i5) B0) falls (', 5) € 6(a{e)2)
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Definition 4.49

/?ine Konfiguration eines Kellerautomaten M ist ein Tripel
(q,w,a) mit ¢ € Q, w EX*und a € T™.
Die Anfangskonfiguration von M fiir die Eingabe w € ¥* ist
(g0, w, Zp).

Intuitiv stellt eine Konfiguration (¢, w, a) eine “Momentaufnahme”
des Kellerautomaten dar:

@ Der momentane Zustand ist q.
@ Der noch zu lesende Teil der Eingabe ist w.

@ Der aktuelle Kellerinhalt ist o
(das oberste Kellerzeichen ganz links stehend).
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Definition 4.50
Die Transitionsrelation — 7 zwischen Konfigurationen:

(¢, aw, Za) = (¢'sw, o) falls (¢, B) € 6(q,a,Z)

(0,0, 240501 (6, ) _ ol (@q,e,m

Intuitive Bedeutung von (q,w, «) = (¢, w', a/):

Wenn M sich in der Konfiguration (q, w, «) befindet, dann
kann er in einen Schritt in die Nachfolgerkonfiguration
(¢',w', o) iibergehen.

194



Definition 4.51
o Ein PDA M akzeptiert w € ¥£* mit Endzustand gdw

(qo,w, Zo) =7y (f,€,7) furein fe F,veT™.

@ {@) 3f € Foy € T*. (g0, v, Z0) 3 (7))

Definition 4.51
o Ein PDA M akzeptiert w € ¥* mit Endzustand gdw

(go,w, Zo) = (fy€,7) furein f € F,~veT™.

LF(M) = {'I,U | Elf S F:PYG r. (QO7w’ZO) 4>>]k\4 (f:e’f)/)}
o Ein PDA M akzeptiert w € X* mit leeren Keller gdw

((IO7wazO) %7\4 (qaea 6) fiir ein qc Q

:_ {w | Elq € Q (q07w7Z0) %?\4 (qae} 6)}
—_—— ——
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Definition 4.51
@ Ein PDA M akzeptiert w € X* mit Endzustand gdw

(qo,w, Zo) = (f,€,7) furein fe F,veTl™.

Lp(M):={w|3f € F,v eI (q,w, Zo) =3, (f,€7)}
@ Ein PDA M akzeptiert w € X* mit leeren Keller gdw

(g0, w, Zo) =1 (g, €le) fiir ein ¢ € Q.
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Definition 4.51
@ Ein PDA M akzeptiert w € X* mit Endzustand gdw

(qo,w, Zo) = (f,€,7) furein fe F,veTI™.

Lp(M) :={w|3f € F,v eI (q,w, Zo) =3, (f,€7)}
@ Ein PDA M akzeptiert w € X* mit leeren Keller gdw

(QO7w720) %?\4 ((],6,6) fiir ein q < Q
LE(M) = {w | Elq € Q (q():w;ZO) 4)7\4 (q1€7€)}

Konvention: Wir blenden die(]}zKomponente von M aus, wenn wir
nur an L.(M) interessiert sind.
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Beispiel 4.52
Die Sprache L = {ww® | w € {0,1}*} wird vom PDA

= {p 73, {0,110, 1, Zo}, 0, Zos 0, {7})

T, 0/10 g fo1])
Rspdub2 T €197 %,

Di ? acheéL/:z:{ wh | w {@,Q}f@ygvird \@DA
)

M ={p, .}, {01}, PG O

d(p,a, :Z/%/QC?\ .

5(p rZ€{01Z0
(/,///5(%,, SN T I

(1) w/e%z(ﬁ = (9} 13.)

(7 ¢ 13)
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/ Lof
Z)} furae{0,1}, Z € {0,1,Zy}
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Beispiel 4.52
Die Sprache L = {ww® | w € {0,1}*} wird vom PDA

= ({paQaT}a {0? 1}? {0’ 1,Z0},p, Zo, 5) {T})

5(p,a,Z) = {(p,aZ)} firae{0,1}, Z€{0,1,Z}
7,0 /70 1¢52,1}
P Q% 2’/ é {w/ /7/ %’ ]’
Be@é;iungen PDAs und d?s,\yv blem
F g 'cl, ﬁ gar/%p @)

@ Mit einem NFA A kan parallele
Verfolgung al @\nun spfadeé ééntschelden da sie alle
endlich sind.

nem PD n es gen e Uberg Pch /u}n%ncyche
(/o/ //n er’e!hnunéenﬁM[Zg/ebenfz fﬁs
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(7,0, 1 %qjﬂz%z/(&;u,/z%% 1q,é,%zz)ﬁ%a)--> (57)

iese sind wegen des moglicherweise wachsenden oder
msle(eudJr(/Ké?lle s micht elnép’n ZLE‘e)rrﬁﬁ,l'ea"elﬁ —)

[ 9. /113
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Bemerkungen: PDAs und das Wortproblem

e Mit einem NFA A kann man w € L(A) durch parallele
Verfolgung aller Berechnungspfade entscheiden, da sie alle
endlich sind.

@ Bei einem PDA kann es wegen e-Ubergiingen auch unendliche
Berechnungen —); geben, zB d(q,¢,2) = (¢, Z7):

(q,'LU,Z) —M ((I7w7ZZ) —M (q7w7ZZZ) M ---

Diese sind wegen des moglicherweise wachsenden oder
pulsierenden Kellers nicht einfach zu eliminieren.

@ Daher ist es a priori unklar, wie man mit einem PDA das
Wortproblem entscheidet.

Ziel:

Akzeptanz durch Endzustande und leeren Keller gleich machtig.

Satz 4.53 (Endzustand — leerer Keller)

Zu jedem PDA M = (Q, %, T, qo, Zo, 6, F) kann man in linearer
Zeit einen PDA M'" = (Q',%,1", q, Z),, ') konstruieren mit
Lp(M) = L.(M’).

Ziel:

(go,w, Zo) =3 (fre.7) < (gh,w, Z)) =i (g, €€)
-—’_—\_’_—/— f—\
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Ziel:

Akzeptanz durch Endzustande und leeren Keller gleich machtig.

Satz 4.53 (Endzustand — leerer Keller)

Zu jedem PDA M = (Q, %, T, qo, Zo, 6, F')[kann man in linearer
Zeit einen PDA M’ = (@', X,1", ¢}, Zy, 5’)ﬂ konstruieren mit
Lp(M) = L (M").

Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:
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Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:

@ Sobald M einen Endzustand erreicht, darf M’ den Keller
leeren (im neuen Zustand q).

Fulreyd — lees byt
A Lo Ao s QM//;/( ZGCVC\/\ f'[’t‘é
/ 2, Z/s
¢ ()
)£, B33 ’ 7

NN
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7, 0/71/ 1

¢
cﬂéa% 1€
Zie P £, 'é/ﬁ @
Akzeptanz durch En%ﬁ\nﬂ'(ﬂg.‘lmw K gleich machtig.

Satz 4.53 (Endzustand — leerer Keller)

(r ﬁz,ees,,ezi%’;%f%@f F&%@f@% o e gy —
(1 FHMIREND (o, /y/‘cf/ 2. )= (%)
mo{iﬁ’(},eﬁ g @it 25 L3 ) o

—04 q,e,é)
(7 ¢ 0 3%)
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ga/u\)/ — /MV‘»/ /e
A Lo Ao f/ngij//;/( ZGCVQ/\ /lact

J
;L %/ 2

NN

Leev e b —

ARy

LSZatéz %.SL{(Leeré( eller — EmTZ’UStanEQ/{g \//,

Zu jedem PDA M = (Q, %, T, g9, Zo,0) kann man in linearer Zeit
einen PDA M’ = (Q', %,1", ¢, Z,, ¢, F') konstruieren mit
Le(M)=Lp(M").

Bewelssklzze

1.

Q' = Qu{g,f}

I = Tw{z}

o= {f}

5/(Q67€7Z(’)) = {(QO7Z026)}

8 (q,b, Z) = 0(q,b,2) firge @, beXU{e}, ZeT
§ge.2y) = {(f,Z)} firg e Q O

Lecve Yo —0  Fofsli

Die folgenden Sitze erleichtern Beweise iiber Berechnungen von
PDAs.

Lemma 4.55 (Erweiterungslemma)

(q,u, @) =73 (4

/g, 2
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[N (}} Z:“//I/J}

€ erigichie eweise U
PDAs. E }?

Lemma 4/ 5£Erwe|@gslemma
I / f

[_Bewels/y
Nach Deflnltl

(4//7‘// A

é Ui, 04@ o @Zz+1 z+1é§c ‘((,/QA

(Qz UV, 04113) —M (QH—l Ui+17, az-l—lﬂ)

Mit Induktion iiber n folgt die Behauptung.

r\c (‘-2—}, z:/ﬂt/g}v
L%/f

ﬁ(eller /?%
L_%Q 2,3 5)
(= //V/#é&//tﬁi(vjf// A

VE<w. 462 k() )

Za

Z3

(i o

1 b, 1)
@%M q,u'v,a'B)

(1,4 . %)
1 ba 2)

Schritte
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[z (}} }:3/%,{/}"

(ot o

1 b, 1)
@%M q u'v, o' B)

e erieichfe eweise U
PDAs. E /V?

Lemma 4/ 5$Erwe|@gslemma
I ! I

(_Bewels/g/
7
Nach Deflnltl (4//7‘ A
éj Uiy al %M 611+1 z+1é§ [(/%
(Qz Uiv, azﬂ) —M (%-I—l Ui4+17, Oéz-l—lﬁ)
Mit Induktion iiber n folgt die Behauptung. [

Gilt die Umkehrung, zB

(1,00, X7Z) =3 (g3,6,YZ) = (q1,aa,X) =) (g3,6,Y) 7
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Lecve Yo —0  Fofsli
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/'/V//’L‘lé(d s #l)ra A

Schritte

dann gibt es u;, pZ nz,{spyfs‘? 3

und w—u1 LUk, Py'= q‘mqu%—Z
“/Wﬂ“wm T v

(0. b0, Z1..07F3 G M Y 7)) > A#q(;, 9) /\

IA = Juj,ry,my (F=1,...,0), Ju, pi,n; ( z =2,./.,k) mit
(rj-1,05,Y5) =37 (rj,e,€)

und w' = wvy_jus_ g, To =p, 1

(pifhuh Z;) %M (pl,e, €)
=pi,pk=4¢, Y mj+y ni=n.
Mit Erweiterungslemma: (rj_1,v;. 1, Y; 1) %T/f (7§, V1.0, Yj41..)
= (ro,v1..1, Y1.1) =0 Y (11, ¢, €) wobei ny :=1+ > omy.

Aus (g,bvi_1, Z1) = (psv1.g, Y1) folgt (po, ur, Z1) =) (p1,€,€)
wobei pg :=¢q, ui :=bvy_y, p1 =71
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Satz 4.56 (Zerlegungssatz)

Wenn (q.w, Z1. ) =7 (d's € €)
dann gibt es u;, p;, n;, so dass

(Pi—15wi, Z;) =3 (i€, €) (i=1,...,k)
und w=1uy...ug, po=¢q, pr=¢, YN =n.

Beweis~ Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

2 —

ﬁTH %

T { T\

4.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs

Satz 4.57 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Keller akzeptiert, so dass L¢(M) = L(G).

Konstruktion:
Zuerst bringen wir alle Produktionen von G in die Form

wobei b € ¥ U {e}.

205
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4.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs

Satz 4.57 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Keller akzeptiert, so dass Le(M) = L(G).

Konstruktion:
Zuerst bringen wir alle Produktionen von G in die Form

wobei b € ¥ U {e}.
Methode: Fiir jedes@E by

@ fiige ein neues u V hinzu,

4.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs

Satz 4.57 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Keller akzeptiert, so dass L.(M) = L(G).

Konstruktion:
Zuerst bringen wir alle Produktionen von G in die Form

wobei b € ¥ U {e}.
Methode: Fiir jedes a €

© fiige ein neues A, zu V hinzu,
@ ersetze a rechts in P durch A, (auBer am Kopfende),

© flige eine neue Produkion A, — a hinzu.
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4.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs

Satz 4.57 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Keller akzeptiert, so dass Le(M) = L(G).

Konstruktion:

Zuerst bringen wir alle Produktionen von G in die Form
A= bBi...By, //

wobei b € ¥ U {e}.
Methode: Fiir jedes a € ¥

@ fiige ein neues A, zu V hinzu,

@ ersetzedd rechts in P durch @(auBer am Kopfende),
R
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Alle Produktionen in G = (V, %, P, .S) haben jetzt die Form

0 00
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Alle Produktionen in G = (V, ¥, P, S) haben jetzt die Form
L/W‘/
Der PDA wird wie folgt definiert: /3
M = ({¢}, %V, ¢S, 9)

wobei
(A—bB) e P = 4(q,b,A) > (q,p)

also fur alle(b eEXU {e}]und AeV:

0(a,b, 4) := {(a. 5) Ig_’_@GP}

F— «/E+Z | EvE) [ 7]
Alle Produktiofien in G = (1/,42,13,5) haben j&tzt die Form
F—+ M- ﬁ%bBl.ﬁ..\BJ
£ Der PRA /vir@:wwfglgt/defﬁim:? | [ EF
51, e, ) = Hoe)gn s s
obej
J/W )TAYZ)%? EP) == 6(q,b,4) > (¢, 8)
f@]w Far aI’)e Fexu {e}und A V:

0(q: 0, 4) :={(¢. 8) | (A — b3) € P}
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/4//#5(4// = l)ra A
VE<w. 462 4())




‘E~>4/E%E/?«§/[EJ

L DerPEA/\/ir@:wi,é’ﬁlgt/de@é:\F/ [ EF
A1, 28) = PP PPE0)s (6,2 0]
obei
5T &) b ep) 5’@&@ h)

f/éﬁsozfnr%uze b‘EEL&@W /’7/25/”:)]6
Pors (1, e[ &) < (owibd B 45 S, ¢[0,4)
~(, 0, 8)5 (64, 8)— (,2.5) 07
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Lemma 4.58
Fiir alle u,v € X* und v € V* und A €'V gilt:

A —¢ wy mit Linksableitung gdw (g, uv, A) =" (q,v,7)

Beweis:
Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial.

D
[ )=

——
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Lemma 4.58
Fiir alle u,v € ¥* und v € V* und A € V gilt:

@mit Linksableitung gdwA(q, uv, A) =, (q,v,z)
- ——
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Lemma 4.58
Fiir alle w,v € ¥* und v € V* und A € V gilt:

A —¢ uy mit Linksableitung gdw (g, uv, A) =%, (g,v,7)

Beweis:
Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:

A %g“ uy
<~
A(B = bB) € Pw, . A =¢ wBa =g wbfa = uy
(dh wb = u,fa = 7)
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Lemma 4.58
Fiir alle u,v € ¥* und v € V* und A €'V gilt:

A —¢ wy mit Linksableitung gdw (q,uv, A) =% (q,v,7)

Beweis:
Mit Induktion Uiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:

A %gﬂ uy
~
I(B — bB) € P,w, a;@wbﬂa = uy
(dh wb = u,Ba = 7)
=

[ (g, wbv, 4) =1 (q,bv, Ba)|A (q,bv, Ba) = (g, v, Be)

Lemma 4.58
Fiir alle u,v € X* und v € V* und A €V gilt:

A —¢ wy mit Linksableitung gdw (q,uv, A) =% (q,v,7)

Beweis:
Mit Induktion Uiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:

A %gﬂ uy
~
(B —bB) € Pw,a. A = wBa —g wbBa = uy
(dh wb = u,Ba = )
~
(g, wbv, A) =%, (q,bv, Ba) A (g, bv, Ba) = (g, v, Ba)

=
(¢, uv, A) =74 (q.v,7)
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Lemma 4.58
Fiir alle w,v € ¥* und v € V* und A € V gilt:

A —¢ wy mit Linksableitung gdw (q,uv, A) =%, (q,v,7)

Beweis:
Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:

A %gﬂ wy
=
(B = bB) € Pw,a. A —¢ wBa =g wbfa = wy

‘\_\_\(dhwﬁb_uﬁa—ﬂ

A —¢ ury mit Linksableitung gdw (g, uv, A) =%, (g.v,7)

Satz 4.59
L(G) = L(M)

Beweis:
u € L(G)
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@it Linksableitung gdw

Satz 4.59
L(G) = Le(M)

Beweis:
u € L(G)

< S —¢ u mit Linksableitung

~ (Q7uvs) %7\4 (Q767€)

(q,uv, A) =y (q,v,7)

(f/ “, 5) = /7/ z, 2/
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A =% wy mit Linksableitung gdw (q,uv, A) ="}, (¢,v,7)

Satz 4.59
L(G) = L(M)

Beweis:
u € L(Q)
< S —( u mit Linksableitung
~ (q7 u, S) 4)7:\4 (Q7£7—6/)
< ue L (M)

209



