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Beispiel 4.13 Beispiel 4.13
S—e|lS1]SS S —e|[S1]|8S

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (.S):

e € La(9)
/ w€ Lg(S) = [u]l € Lg(9)
u€ La(S)ANve Lg(S) = uve€ Lg(S)

Damit gilt zB: € € L(S)

144

143

144



Wir libertragen die Idee der induktiven Erzeugung auf beliebige
CFGs G = (V,X,P,S). Sei V.= {A41,...,Ax}. Damit ist jede
Produktion von der Form

Satz 4.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SIS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

] Ai = woAiwi ... wp—1A4;, wy
Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
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Beispiel 4.17 Definition 4.18 (Syntaxbaum)

Grammatik: Ein Syntaxbaum fiir eine Ableitung mit einer Grammatik

A—elaB B — Aa G = (V,X, P,S) ist ein Baum, so dass
Induktive Definition: @ jedes Blatt mit einem Zeichen aus ¥ U {e} beschriftet ist,
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Definition 4.18 (Syntaxbaum)

Ein Syntaxbaum fiir eine Ableitung mit einer Grammatik
G = (V,%,P,S) ist ein Baum, so dass

o jedes Blatt mit einem Zeichen aus ¥ U {¢} beschriftet ist,

@ jeder innere Knoten mit einem A € V beschriftet ist,

Definition 4.18 (Syntaxbaum)

Ein Syntaxbaum fiir eine Ableitung mit einer Grammatik
G = (V,%, P,S) ist ein Baum, so dass

o jedes Blatt mit einem Zeichen aus ¥ U {¢} beschriftet ist,

@ jeder innere Knoten mit einem A € V' beschriftet ist,
und falls die Nachfolger (von links nach rechts) mit
Xi,...,Xn € VUX U/{e} beschriftet sind,
dann ist A — X; ... X, eine Produktion in P,

A — < A

|

2
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Definition 4.18 (Syntaxbaum)
Ein Syntaxbaum fiir eine Ableitung mit einer Grammatik
G = (V,%, P,S) ist ein Baum, so dass
@ jedes Blatt mit einem Zeichen aus ¥ U {¢} beschriftet ist,

@ jeder innere Knoten mit einer@e V' beschriftet ist,
und falls die Nachfolger (von links nach rechts) mit
Xi,...,Xn € VUX U{e} beschriftet sind,

e ————

A A— X, ¥,

Definition 4.18 (Syntaxbaum)
Ein Syntaxbaum fiir eine Ableitung mit einer Grammatik
G = (V,%, P,S) ist ein Baum, so dass
@ jedes Blatt mit einem Zeichen aus ¥ U {e} beschriftet ist,

@ jeder innere Knoten mit einem A € V beschriftet ist,
und falls die Nachfolger (von links nach rechts) mit
Xi,...,Xn € VUX U{e} beschriftet sind,
dann ist A — X7 ... X, eine Produktion in P,

@ ein Blatt ¢ der einzige Nachfolger seines Vorgangers ist.

Beispiel 4.19 (Syntaxbaume fiir S — €| [S1 | SS
S /N
S
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Definition 4.18 (Syntaxbaum)

Ein Syntaxbaum fiir eine Ableitung mit einer Grammatik
G = (V,%,P,S) ist ein Baum, so dass

o jedes Blatt mit einem Zeichen aus ¥ U {¢} beschriftet ist,

@ jeder innere Knoten mit einem A € V' beschriftet ist,
und falls die Nachfolger (von links nach rechts) mit
Xi,...,Xn € VUX U/{e} beschriftet sind,
dann ist A — X5 ... X, eine Produktion in P,

@ ein Blatt ¢ der einzige Nachfolger seines Vorgangers ist.

Beispiel 4.19 (Syntaxbaume fiir S — ¢ | [S] | S5)

s
l [/‘|g\] € S/ [\S

PR NYES

Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q@ A-Gw
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Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q@ A-tw

@ w e Lg(A) (gemaB der induktiven Definition)

156

156



Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € X* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q@ A-w

@ w € Lg(A) (gemiB der induktiven Definition)

© Es gibt einen Syntaxbaum mit Wurzel A, dessen Rand
(Blétter von links nach rechts gelesen) das Wort w ist.

Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € X* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q@ A-Gw

@ w € Lg(A) (gemiB der induktiven Definition)

© Es gibt einen Syntaxbaum mit Wurzel A, dessen Rand
(Blatter von links nach rechts gelesen) das Wort w ist.

Beweis:

Skizze (Details: [HMU])

1 = 2: Sei A = w. Wir beweisen w € Lg(A) mit Ind. iiber n.
Die Ableitung muss von folgender Form sein:

A —G w0A1w1 .. Amwm 4)371 w

S
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Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q A-tw

@ w < Lg(A) (gemaB der induktiven Definition)

© Es gibt einen Syntaxbaum mit Wurzel A, dessen Rand
(Blatter von links nach rechts gelesen) das Wort w ist.

Beweis:

Skizze (Details: !HMU])
— o

Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q@ A-tw
@ w e Lg(A) (gemaB der induktiven Definition)

© Es gibt einen Syntaxbaum mit Wurzel A, dessen Rand
(Blatter von links nach rechts gelesen) das Wort w ist.

Beweis:
Skizze (Details: [HMU])
1 = 2: Sei A =¢ w. Wir beweisen w € Lg(A) mit Ind. iiber n.
Die Ableitung muss von folgender Form sein: Y4
A s oA w, U E L

Nach dem Dekompositionslemma muss es u; und n; < n — 1 geben
mit A; =& u; und w = wouywi .. AU Wime

—_— e )
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Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q@ A-w
@ w € Lg(A) (gemiB der induktiven Definition)

© Es gibt einen Syntaxbaum mit Wurzel A, dessen Rand
(Blétter von links nach rechts gelesen) das Wort w ist.

Beweis:

Skizze (Details: [HMU])

1= 2: Sei A = w. Wir beweisen w € Lg(A) mit Ind. iiber n.
Die Ableitung muss von folgender Form sein:

(A —G w0A1w1 .. Amwm 4)871 w

Nach dem Dekompositionslemma muss es u; und n; < n — 1 geben
mitA; =& wjjund w = wouiwy . . . Uy Wy, Nach 1A (da n; < n)

gilt u; € Lq(4;)
[ —

2 = 3: Parallel zur induktiven Erzeugung von w € L (A) kann
man einen Syntaxbaum mit Rand w erzeugen. Formal: Induktion
lber die Erzeugung von w.

3 = 1: Jeder Baum lasst sich in eine (sogar Links)Ableitung
transformieren. Induktion iiber die Hohe des Baums: Transformiere
die Unterbaume t; mit Beschriftung A; in Ableitungen A; —¢, u;
und flige diese mit dem Dekompositionslemma zu einer grossen
Ableitung A —q woAr1wy ... AWy —¢ WouIWY . . Uy Wi
zusammen.
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Satz 4.20
Fiir eine CFG und ein w € ¥* sind folgende Bedingungen
aquivalent:

Q A-tw
@ w < Lg(A) (gemaB der induktiven Definition)

© Es gibt einen Syntaxbaum mit Wurzel A, dessen Rand
(Blatter von links nach rechts gelesen) das Wort w ist.

Beweis:

Skizze (Details: [HMU])

1 = 2: Sei A =¢ w. Wir beweisen w € Lg(A) mit Ind. iiber n.
Die Ableitung muss von folgender Form sein:

A —G w0A1w1 R Amwm 4)871 w

Nach dem Dekompositionslemma muss es u; und n; < n — 1 geben
mit A; —¢ u; und w = wouywy . . . Uy W, Nach 1A (da n; < n)
gilt u; € L(A;) und daher (mit einem weiteren

Erzeugungsschritt) auch w € Lg(A).

Definition 4.21

e Eine CFG G heiBt mehrdeutig gdw es ein w € L(G) gibt, das
zwei verschiedene Syntaxbdume hat, also zwei verschiedene
Syntaxbdume mit Wurzel S und Rand w.

e Eine CFL L heiBt inhdrent mehrdeutig gdw jede CFG G mit
L(G) = L mehrdeutig ist.
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Definition 4.21

@ Eine CFG G heiBt mehrdeutig gdw es ein w € L(G) gibt, das
zwei verschiedene Syntaxbdaume hat, also zwei verschiedene
Syntaxbdume mit Wurzel S und Rand w.

e Eine CFL L heiBt inhdrent mehrdeutig gdw jede CFG G mit
L(G) = L mehrdeutig ist.

Beispiel 4.22

Die Grammatik/E - E+ E | Ex FE | (Emst mehrdeutig —

betrachte a + a * a.

£
N TN

N AT
«ofer 7TT 4
a 4 A A

Definition 4.21

@ Eine CFG G heiBt mehrdeutig gdw es ein w € L(G) gibt, das
zwei verschiedene_Syntaxbdume hat, also zwei verschiedene
Syntaxbdume mit Wurzel S und Rand w.

e Eine CFL L heiBt inhdrent mehrdeutig gdw jede CFG G mit
L(G) = L mehrdeutig ist.

Beispiel 4.22

Die Grammatik E — E + E | Ex E | (E) | a ist mehrdeutig —
betrachte a + a * a. Die erzeugte Sprache ist aber nicht inhdrent
mehrdeutig (siehe Beispiel Arithmetische Ausdriicke).

Satz 4.23
Die Sprache {a'b/c* | i = j v j = k} ist inhirent mehrdeutig.
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Definition 4.21

@ Eine CFG G heiBt mehrdeutig gdw es ein w € L(G) gibt, das
zwei verschiedene Syntaxbaume hat, also zwei verschiedene
Syntaxbdume mit Wurzel S und Rand w.

e Eine CFL L heiBt inhdrent mehrdeutig gdw jede CFG G mit
L(G) = L mehrdeutig ist.

Beispiel 4.22

Die Grammatik E — E+ E | Ex F | (F) | a ist mehrdeutig —
betrachte a 4 a * a. Die erzeugte Sprache ist aber nicht inharent
mehrdeutig (siehe Beispiel Arithmetische Ausdriicke).

4.3 Die Chomsky-Normalform

Definition 4.24
Eine kontextfreie Grammatik G ist in Chomsky-Normalform gdw
alle Produktionen eine der Formen

A—a oder A— BC
-_—
haben.
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4.3 Die Chomsky-Normalform

Definition 4.24
Eine kontextfreie Grammatik G ist in Chomsky-Normalform gdw
alle Produktionen eine der Formen

A—a oder A— BC

haben.

Wir konstruieren und beweisen nun schrittweise:

Satz 4.25
Zu jeder CFG G kann man eine CFG G’ in Chomsky-Normalform
konstruieren mit L(G’) = L(G) \ {¢}.

159

Wir nennen A — € eine e-Produktion.

160

4.3 Die Chomsky-Normalform

Definition 4.24
Eine kontextfreie Grammatik G ist in Chomsky-Normalform gdw
alle Produktionen eine der Formen

A—a oder A— BC

haben.

Wir konstruieren und beweisen nun schrittweise:

Satz 4.25
Zu jeder CFG G kann man eine CFG G’ in Chomsky-Normalform
konstruieren mit L(G') = L(G) \ {¢}.

Wer auf e € L(G’) nicht verzichten méchte:

Fiige am Ende wieder S — € hinzu.
-

Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26
Zu jeder CFG G = (V, X, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine e-Produktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G) \ {e}
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Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26

Zu jeder CFG G = (V, E@S) kann man eine CFG G’

konstruieren die keine e-Produktionen enthélt, so dass gilt

L(G') = \ e}

Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:

Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26
Zu jeder CFG G = (V, %, P,S) kann man eine CFG G’
konstruieren die keine e-Produktionen enthilt, so dass gilt

L(G') = L(G) \ {¢}
Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:
© Jede Produktion aus P ist in P
@ Sind B—ecund A — aBBin P, so fige auch A — a3 hinzu.

Offensichtlich gilt L(G) = L(G): Jede neue Produktion kann von 2
alten simuliert werden.
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Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26
Zu jeder CFG G = (V, X, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren die keine e-Produktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G) \ {e}

Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:

@ Jede Produktion aus P ist in P

Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26
Zu jeder CFG G = (V, X, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren die keine e-Produktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G) \ {e}
Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:
@ Jede Produktion aus P ist in P
@® Sind B—ecund A — aBSin P, so flige auch A — a5 hinzu.

Offensichtlich gilt L(G) = L(G): Jede neue Produktion kann von 2
alten simuliert werden.
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Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26
Zu jeder CFG G = (V, %, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine e-Produktionen enthalt, so dass gilt

L(G') = L(G) \ {¢}
Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:
@ Jede Produktion aus P ist in P
@ Sind B — eund A — aBf3 in P, so fiige auch A — /3 hinzu.

Offensichtlich gilt L(G) = L(G): Jede neue Produktion kann von 2
alten simuliert werden.

Wir definieren@als G ohne die e-Produktionen.
Denn diese sind nun tberfliissig:

160

Wir nennen A — € eine e-Produktion.

Lemma 4.26
Zu jeder CFG G = (V, %, P,S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine e-Produktionen enthalt, so dass gilt

L(G) = L(G) \ {¢}

Beweis:
Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:
© Jede Produktion aus P ist in P
@ Sind B—ecund A — aBBin P, so fige auch A — a3 hinzu.

Offensichtlich gilt L(G) = L(G): Jede neue Produktion kann von 2
alten simuliert werden.

Wir definieren  al G bhne die e-Produktionen.
Denn diese sind nun Uberfliissig:
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Beweis (Forts.):

Sei S %’é w, w # €, eine Ableitung minimaler Lange.

Beweis (Forts.):

Sei S =% w, w # ¢, eine Ableitung minimaler Lange.

G

—_
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Beweis (Forts.):

Sei S =% w, w # €, eine Ableitung minimaler Lange.
K&@me darin B — € vor, also

S H’é YBS =4 0 a’é w

Beweis (Forts.):

Sei S %"C‘; w, w # €, eine Ableitung minimaler Lange.
K&@me darin B — € vor, also

S H’é YBS =4 0 a’é w

so wére v oder 4 nichtleer, dh B muss durch eine Produktion
A — aBf eingefiihrt worden sein:
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161

Beweis (Forts.):

Sei S =% w, w # ¢, eine Ableitung minimaler Lange.
Kédme darin B — € vor, also

*
G w

—

S %’é YBo —g ﬁ%

so ware v oder ¢ nichtleer,

Beweis (Forts.):
Sei S %’é w, w # €, eine Ableitung minimaler Lange.
Kame darin_B — ¢ vor, also

S %’é YBo —a 0 %*G w

so ware v oder ¢ nichtleer, dh B muss durch eine Produktion

A — aBgf eingefiihrt worden sein:

S H’é o’ Af & o' aBff Hgl YBd —4 0 Hg w
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Beweis (Forts.):

Sei S =% w, w # €, eine Ableitung minimaler Lange.
K&@me darin B — € vor, also

S =g 7B =g 0 o w M
so ware -y oder § nichtleer, dh B muss durch eine Produktion
A — aBg eingefiihrt worden sein:

S %‘g o' AB —a o'aBAS %Zf YBd — g 0 %g w

Dann ware aber folgende Ableitung mit kijrzer:

S %’é AR = dapp %gf Yo %TGL w
-—_— ———— - —_—

Beispiel 4.27

S —AB, A—adAA|B,

Aot Pl S—A-
/4—94/] J(‘g)‘]}o J — g

A ->a [

B - bBS | ¢

161
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Beweis (Forts.):

Sei S %"Ci; w, €, eine Ableitung minimaler Linge.
Kédme darin|B — € yor, also

S %*GA YBo —g 0 %’é w

so ware v oder ¢ nichtleer, dh B muss durch eine Produktion

A — aBf eingefiihrt worden sein:

S H’é o’ Ap —a o' aBff Hg} YBd =4 0 Hg w

Dann wire aber folgende Ableitung mit (A — af3) € P kiirzer:

S 5k

& AR =y dapp =% b %g w

G

Also kommen in Ableitungen minimaler Lange keine
e-Produktionen vor. Letztere sind also iiberfliissig.

Wir nennen A — B eine Kettenproduktion.
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Beispiel 4.27

S — AB, A—aAA|DB, B — bBS | €

Beweis (Forts.):

Sei S %"é

w, w # €, eine Ableitung minimaler Lange.

162
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Beweis (Forts.):

Sei S =% w, w # ¢, eine Ableitung minimaler Lange.
Kédme darin B — € vor, also

S =% yBd —pa 0 %*G w

G
( 3 der ¢ nichtleer, dh B muss durch eine Produktion
A — aBg eingefiihrt worden sein:

S H’é o’ Ap —a o' aBff Hg YBd =4 0 Hg w

Dann wire aber folgende Ableitung mit (A — af3) € P kiirzer:

§ = o'AF =g dlaps < A8 o w

Wir nennen A — B eine Kettenproduktion.

Lemma 4.28
Zu jeder CFG G = (V, %, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine Kettenproduktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G).
Beweis: )
Wir erweitern P induktiv zu eine Obﬁnenge P:

@
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Wir nennen A — B eine Kettenproduktion.

Lemma 4.28
Zu jeder CFG G = (V, %, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine Kettenproduktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G).

Beweis: )

Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:
© Jede Produktion aus P ist in P

@ SindA—~Bund B ainPmita#A,
so fuge auch A — « hinzu.
—

Wir nennen A — B eine Kettenproduktion.

Lemma 4.28
jedeéé' (/7 ) kann man eine CFG G’
nstrui d:g ke nec_Kg enproduktlonen enthdlt, so dass gilt

BO K0 c— < |B) L [«2¢

Beweis: )
Wir erweitern P induktiv zu @e QObermenge P:
Jede Pfoduktion aus, P ist in P
@ Sind A —Bund B—ainPmita#A,
so fuge auch A — « hinzu.

Das Ergebnis G’ ist G ohne die (nun tiberfliissigen)
Kettenproduktionen.
Rest des Beweises analog zur Elimination von e-Produktionen.

U
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Wir nennen A — B eine Kettenproduktion.

Lemma 4.28
Zu jeder CFG G = (V, %, P, S) kann man eine CFG G’
konstruieren, die keine Kettenproduktionen enthilt, so dass gilt

L(G") = L(G).

Beweis: )

Wir erweitern P induktiv zu eine Obermenge P:
@ Jede Produktion aus P ist in P

@ Sind A — Bund B — o in P mit a # A,
so flige auch A — « hinzu.

Das Ergebnis@ist
Kettenproduktionen.

hne die (nun tberflissigen)

Konstruktion einer Chomsky-Normalform
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Konstruktion einer Chomsky-Normalform

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

A ~2 a4

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)
@ Fiige fiir jedes a € X, das in einer rechten Seite der Lange > 2
- /_— - - .
vorkommt, ein neues Nichtterminal A, zu inzu,
ersetze a in allen rechten Seiten der Lange > 2 durch A,

e —

und fiig é‘l —azu P hinzu.
A —a /@ o %7/) — /gh,

Konstruktion einer Chomsky-Normalform

165
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Konstruktion einer Chomsky-Normalform A —74 / /{ ~ &

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S)

@ Fiige fiir jedes a € X, das in einer rechten Seite der Lange > 2
vorkommt, ein neues Nichtterminal A, zu V hinzu,
ersetze a in allen rechten Seiten der Lange > 2 durch A,,
und fiige A, — a zu P hinzu.

Konstruktion einer Chomsky-Normalform

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S)

@ Fige fir jedes a € X, das in einer rechten Seite der Lange > 2
vorkommt, ein neues Nichtterminal A, zu V hinzu,
ersetze a in allen rechten Seiten der Lange > 2 durch A,,
und fiige A, — a zu P hinzu.

© Ersetze jede Produktion der Form

T

durch

.y Ck—1 = Brp_1By,

A— Blcg, CQ — BQCg, ..
_ —_—

wobei (s, ..., Cjr_1 neue Nichtterminale sind.
—
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Konstruktion einer Chomsky-Normalform

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

© Fiige fiir jedes a € X, das in einer rechten Seite der Lange > 2
vorkommt, ein neues Nichtterminal A, zu V hinzu,
ersetze a in allen rechten Seiten der Lange > 2 durch A,
und fiige A, — a zu P hinzu.

@ Ersetze jede Produktion der Form
A— B1By--- By (k> 3)
durch
A — B1Cs, Cy — B2Cs, ..., Cr_1 — Br_1DBx

wobei (s, ..., Cr_1 neue Nichtterminale sind.

© Eliminiere alle e-Produktionen.

Definition 4.30
Eine CFG ist in Greibach-Normalform (benannt nach Sheila
Greibach, UCLA), falls jede Produktion von der Form

A—aA .. A,

ist.

/*) ~a 4\)3&
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Aufgabe:

@ Zeige: Mit diesem Algorithmus ist das Ergebnis h('jchstens//
quadratisch gréBer als G.
@ Zeige: die Reihenfolge der Schritte ist wichtig!
e Finde eine andere Reihenfolge, die inkorrekt ist: Das
resultierende Verfahren ergibt nicht immer eine Grammatik in
CNF.
e Finde eine andere Reihenfolge, die zwar zu einem korrekten
Verfahren fiihrt, aber eine Grammatik in CNF produzieren

kann, die exponentiell groBer als G ist.
-

Aufgabe:

@ Zeige: Mit diesem Ergebnis hochstens

quadratisch groBer als G.
@ Zeige: die Reihenfolge der Schritte ist wichtig!

e Finde eine andere Reihenfolge, die inkorrekt ist: Das
resultierende Verfahren ergibt nicht immer eine Grammatik in
CNF.

e Finde eine andere Reihenfolge, die zwar zu einem korrekten
Verfahren fiihrt, aber eine Grammatik in CNF produzieren
kann, die exponentiell gréBer als G ist.

/
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Definition 4.30
Eine CFG ist in Greibach-Normalform (benannt nach Sheila
Greibach, UCLA), falls jede Produktion von der Form

A—aA .. A,

ist.

Satz 4.31
Zu jeder CFG G gibt es eine CFG G’ in Greibach-Normalform mit

L(G") = L(G) \ {¢}-

4.4 Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Zur Erinnerung: Das Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen: Fiir
jede regulare Sprache L gibt es ein n € N, so dass sich jedes Wort
z € L mit |z| > n zerlegen lasst in z = wvw mit |uv| <n, v F#e
und uv*w C L.

Zum Beweis haben wir n = |Q)| gewahlt, wobei ) die
Zustandsmenge eines L erkennenden DFA war. Das Argument war
dann, dass beim Erkennen von z (mindestens) ein Zustand zweimal
besucht werden muss und damit der dazwischen liegende Weg im
Automaten beliebig oft wiederholt werden kann.
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Zur Erinnerung: Das Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen: Fiir
jede reguldre Sprache L gibt es ein n € N, so dass sich jedes Wort
z € L mit |z| > n zerlegen l&sst in P = uow mit |uv| <n, v #£e
und uwv*w C L.
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4.4 Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Zur Erinnerung: Das Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen: Fiir
jede regulare Sprache L gibt es ein n € N, so dass sich jedes Wort
z € L mit |z| > n zerlegen lasst in z = uvw mit |[uv| <n, v #e
und wv*w C L.

Zum Beweis haben wir n = |Q| gewahlt, wobei () die
Zustandsmenge eines L erkennen en DFA war. Das Argument war
dann, dass beim Erkennen von z (mlndestens) ein Zustand zweimal
besucht werden muss und damit der dazwischen liegende Weg im
Automaten beliebig oft wiederholt werden kann.

Ein dhnliches Argument kann auch auf kontextfreie Grammatiken
angewendet werden.
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Satz 4.32 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es einn > 1, so dass sich
jedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen ldsst in

z = uvway,

mit

° v # €,

Satz 4.32 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es ein n > 1, so dass sich
jedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen ldsst in

z = uvwzry,
mit
® v # €,

o |vwz| <n, und

e Vi € N. ww'wz'y € L.
. 1
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Satz 4.32 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es ein n > 1, so dass sich
Jjedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen lasst in

z = upwry,
-
mit
° v F ¢,

o |vwz| <n, und

Beweis:
Sei G =(V. 3 _P_S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) =L\ {e}.
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Satz 4.32 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es einn > 1, so dass sich
jedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen ldsst in
——

z = wvwxy,
mit

° v # €,

e |vwz| < n, und

e Vi € N. ww'wa'y € L.

Beweis:

Sei G = (V, 3, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2V,
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Beweis:
Sei G = (V, %, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) =L\ {e}.
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Beweis:
Sei G = (V, 3, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {e}. Wihle n = 2], Sei z € L(G) mit |z| > n.

Jeder Bindrbaum mit > 2% Blittern hat die Hohe > k

Beweis:
Sei G = (V, 3, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2/VI. Sei z € L(G) mit |z| > n.

Jeder Bindrbaum mit > 2% Blittern hat die Hohe > k
Dann hat der Syntaxbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens einen Pfad der Linge > |V, da er wegen

der Chomsky—NormaIfornTein Bindrbaum ist. Wir betrachten einen
solchen Pfad maximaler Lange.
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Beweis:
Sei G = (V, %, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2IV|. Sei z € L(G) mit |z| > n.
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Dann hat der Syntaxbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die

Terminale) mindestens einen Pfad der Lange > |V, da er wegen

der Chomsky-Normalform ein Bindrbaum ist.
\\__{/”_—_\

Beweis:
Sei G = (V, %, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2IV|. Sei z € L(G) mit |z| > n.

Jeder Bindrbaum mit > 2k Blittern hat die Héhe > k

Dann hat der Syntaxbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens einen Pfad der Lange > |V, da er wegen
der Chomsky-Normalform ein Bindrbaum ist. Wir betrachten einen
solchen Pfad maximaler Lange.

Auf diesem Pfad der Lange > |V| kommen > |V| +1
Nichtterminale vor, also mindestens eins doppelt.
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Beweis:
Sei G = (V, 3, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2/VI. Sei z € L(G) mit |z| > n.

Jeder Bindrbaum mit > 2% Blittern hat die Hohe > k

Dann hat der Syntaxbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens einen Pfad der Lange > |V, da er wegen
der Chomsky-Normalform ein Bindrbaum ist. Wir betrachten einen
solchen Pfad maximaler Lange.

Auf diesem Pfad der Linge > |V| kommen > |V|+1
Nichtterminale vor, also mindestens eins doppelt. Nennen wir es A.

Dieser Ableitungsbaum zeigt
wwy € L

Dieser Ableitungsbaum zeigt
wolway € L
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Beweis:
Sei G = (V, %, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2IV|. Sei z € L(G) mit |z| > n.

Jeder Bindrbaum mit > 2k Blittern hat die Héhe > k

Dann hat der Syntaxbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens einen Pfad der Lange > |V, da er wegen
der Chomsky-Normalform ein Bindrbaum ist. Wir betrachten einen
solchen Pfad maximaler Lange.

Auf diesem Pfad der Lange > |V| kommen > |[V]| 41
Nichtterminale vor, also mindestens eins doppelt. Nennen wir es A.

Die zwischen zwei Vorkommen von A liegende Teilableitung kann
nun beliebig oft wiederholt werden.

Beweis:
Sei G = (V, %, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2IV|. Sei z € L(G) mit |z| > n.

Jeder Bindrbaum mit > 2k Blittern hat die Héhe > k

Dann hat der Syntaxbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens einen Pfad der Lange > |V, da er wegen
der Chomsky-Normalform ein Bindrbaum ist. Wir betrachten einen
solchen Pfad maximaler Lange.

Auf diesem Pfad der Lange > |V| kommen > |V| +1
Nichtterminale vor, also mindestens eins doppelt. Nennen wir es A.

Die zwischen zwei Vorkommen von A liegende Teilableitung kann
nun beliebig oft wiederholt werden.
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Beweis (Forts.):

Die Bedingung vx # ¢ folgt, da das obere der beiden A's mit
A — BC abgeleitet werden muss.

Beweis (Forts.):

Die Bedingung vx # ¢ folgt, da das obere der beiden A's mit
A — BC abgeleitet werden muss.

Um |vwz| < n zu erreichen, darf das obere A maximal |V|+ 1
Schritte von jedem Blatt entfernt sein, weil n = 2!V, Da der
ausgewadhlte Pfad maximale Lange hat, geniigt es, dass das obere
A vom Blatt dieses Pfads |V'| 4+ 1 Schritte entfernt ist. Da es nur
|V| Nichtterminale gibt, muss ein solches doppeltes A

existieren.

(/1//7:" p\é\\\ X\)i

O
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Dieser Ableitungsbaum zeigt
uwy € L

Dieser Ableitungsbaum zeigt
wowz?y € L

Beweis (Forts.):

Die Bedingung vx # € folgt, da das obere der beiden A’s mit
A — BC abgeleitet werden muss. A

Um |[vwz| < n zu erreichen, darf das obere A max'maygjé /
a‘der <

Schritte von jedem Blatt enwn n =2V
ausgewdhlte Pfad maximale T4nge hat,“geniigt es, dass das obere

A vom Blatt dieses Pfads |V'| + 1 Schritte entfernt ist. Da es nur
|V| Nichtterminale gibt, muss ein solches doppeltes A
existieren.

O

171

172



Beweis (Forts.):
Die Bedingung vx # ¢ folgt, da das obere der beiden A's mit
A — BC abgeleitet werden muss.

-
— ) T

Beispiel 4.33
Wir zeigen, dass die Sprache

L := {a'b'c" | i € N}

nicht kontextfrei ist.

Ware L kontextfrei, so gidbe es eine dazugehorige Pumping-Lemma
Zahl n und wir konnten jedes z € L mit |z| > n, insb. z = a"b"c",
zerlegen und aufpumpen, ohne aus der Sprache herauszufallen.
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Ware L kontextfrei, so gdbe es eine dazugehdrige Pumping-Lemma

Zahl n und wir konnten jedes z € L mit |z| > n, insb. z =a"b"c",

zerlegen und aufpumpen, ohne aus der Sprache herauszufallen.

Eine Z.erlegung z = wowzry mit M < n bedeutet aber, dass
vwa nicht a’s und ¢'s enthalten kann.
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Eine Zerlegung z = uvwzy mit |[vwz| < n bedeutet aber, dass
vwzx nicht a's und ¢’s enthalten kann. OE nehmen wir an, vwz
enhalt nur a's und b’'s.

Beispiel 4.33
Wir zeigen, dass die Sprache

L := {a'b'c" | i € N}
nicht kontextfrei ist.

Ware L kontextfrei, so gidbe es eine dazugehorige Pumping-Lemma
Zahl n und wir konnten jedes z € L mit |z| > n, insb. z = a"b"c",
zerlegen und aufpumpen, ohne aus der Sprache herauszufallen.

Eine Zerlegung z = uvwzy mit |vwz| < n bedeutet aber, dass
vwzx nicht a's und ¢'s enthalten kann. OE nehmen wir an, vwz
enhalt nur a's und b’'s. Da vz # ¢, muss vz mindestens ein a oder
ein b enthalten.

Damit gilt aber #,(uv?wx?y) > #.(wwwz?y) oder

#o(uvwz?y) > #o(uwwzy). Also wwwry ¢ L. %
—_—
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Beispiel 4.33
Wir zeigen, dass die Sprache

L= {a'b'c' | i € N}

nicht kontextfrei ist.

Ware L kontextfrei, so gdbe es eine dazugehdrige Pumping-Lemma
Zahl n und wir konnten jedes z € L mit |z| > n, insb. z = a"b"c",
zerlegen und aufpumpen, ohne aus der Sprache herauszufallen.

Eine Zerlegung z = uvwzy mit |[vwz| < n bedeutet aber, dass
vwz nicht a's und ¢'s enthalten kann. OE nehmen wir an, vwz
enhdlt nur a’s und b's. Da vz # ¢, muss vz mindestens ein a oder
ein b enthalten.

Beispiel 4.34

Mit dem Pumping-Lemma kann man zeigen, dass die Sprache
{ww | w € {a,b}*} nicht kontextfrei ist.
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Beispiel 4.34

Mit dem Pumping-Lemma kann man zeigen, dass die Sprache
{E-U-ﬂ| w € {a,b}*} nicht kontextfrei ist.

Dies zeigt, dass Kontextbedingungen in Programmiersprachen,
etwa , Deklaration vor Benutzung”, nicht durch kontextfreie
Grammatiken ausgedriickt werden kdnnen.

Beispiel 4.34

Mit dem Pumping-Lemma kann man zeigen, dass die Sprache
{ww | w € {a,b}*} nicht kontextfrei ist.

Dies zeigt, dass Kontextbedingungen in Programmiersprachen,
etwa ,, Deklaration vor Benutzung", nicht durch kontextfreie
Grammatiken ausgedriickt werden kdnnen.
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4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Wie liblich: G = (V, X, P, S) ist eine CFG.
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