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Sortieren Sortieren

Statisches Worterbuch Sortierproblem

@ gegeben: Ordnung < auf der Menge mdoglicher Schlilissel

Lésungsmaoglichkeiten:

@ Pertektes Hashing
» Vorteil: Suche in konstanter Zeit
» Nachteil: keine Ordnung auf Elementen, d.h. Berei fragen
(z.B. alle Namen, die mit'A’ anfangen) teuer

@ Eingabe: Sequenz s = (e1,...,€n)

Beispiel: 1E m E|

@ Ausgabe: Permutation s’ = (e],... e}) vons,
— so dass ke@s key@ﬁjr alleie(1,...,n)

Beispiel:

@ Speicherung der Daten in sortiertem Feld
» Vorteil: Bereichsanfragen méglich
» Nachteil: Suche teurer (logarithmische Zeit)
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Sortieren Eintache Verfahren

Ubersicht
@ Sortieren
@ Einfache Verfahren
_____J
- Externe —
OO
H. Seidl (TUM) GAD

Sortieren Eintache Verfahren

SelectionSort

Sortieren durch Auswéhlen

selectionSort(Element[] a, int n) {
r{inti=0;i<n;i++)
// verschiebe min{ali],..., a[n — 1]} nach ali]
for (intj = (£ 1;/ < n; j++)

if (a[i] > a[j])
swap(a, i, j);
} -
Zeitaufwand:

@ Minimumsuche in Feld der GréBe i:  O(1)
o Gesamtzeit: Y., O(i) = ©(n?)

@ Vorteil: einfach zu implementieren

@ Nachteil: quadratische Laufzeit

H. Seidl (TUM) GAD

Sortieren Einfache Verfahren

SelectionSort

Sortieren durch Auswahlen

und verschiebe es an das Ende der Ausgabesequenz

Wiéhle das kleinste Element aus der (verbleibenden) Eingabesequenz

Beispiel
p ‘v‘/\
5(10(19| 1 |14| 3 113(|5(19(14(10
1 [io]19|5 [14] 3 1|35 [14|19]10
1|5 |19|10[14| 3 1|3]|5/|10[19]14
1(3§19|10|14| 5 113|5(10(14(19
113110(19(14| 5 113|5(10(14(19
SS15 224 H. Seidl (TUM) G 5515 225
Sortieren Einfache Verfahren
InsertionSort
Sortieren durch Einfligen
Nimm ein Element aus der Eingabesequenz und flige es an der
richtigen Stelle in die Ausgabesequenz ein
Beispiel
BV aman
51(10(19| 1 |14| 3 5Q_,1019143
5 [10[19] 1 [14] 3 1|5 [10[19]14] 3
511019 1 (14| 3 115(10(14(19| 3
510§§ﬁ)143 1 —|...| 3|19
510*@143 1(3|5(10|14(19
8815 226 H. Seidl (TUM) GAD SS'15 227



Sortieren Eintache Verfahren

InsertionSort
Sortieren durch Einfligen
insertionSort(Element[] a, int n) {
for (inti=1;i<n;i++)
/:\ {// verschiebe a; an die richtige Stelle
for (intj=i-1;j>0;j——)
Nif(alj] > a[j + 1])

swap(a,j,j+ 1);

}

Zeitaufwand:
@ Einfligung des i-ten Elements an richtiger Stelle: O(i)
e Gesamtzeit: Y.! ,O(i) = O(n?)

@ Vorteil:
@ Nachteil:

einfach zu implementieren
guadratische Laufzeit

H. Seidl (TUM) GAD

Sortieren Eintache Verfahren

InsertionSort

Sortieren durch Einfligen

8815

Nimm ein Element aus der Eingabesequenz und flge es an der

richtigen Stelle in die Ausgabesequenz ein

Sortieren Einfache Verfahren

SelectionSort

Sortieren durch Auswahlen

selectionSort(Element[] a, int n) {
for (inti=0; i< n;i++)
// verschiebe min{ali], ..., a[n — 1]} nach a[i]
for (intj=1i+1;j<n;j++)
i (ali] > a[j])

swap(a, i, j);
}
Zeitaufwand:
@ Minimumsuche in Feld der GroBe i:  ©(i)
o Gesamtzeit: Y.! ., O(i) = ©(n?)
@ Vorteil: einfach zu implementieren
@ Nachteil: quadratische Laufzeit
Sortieren Einfache Verfahren

InsertionSort

Sortieren durch Einfligen

insertionSort(Element[] a, int n) {
for (inti=1;i<n;i++)
// verschiebe a; an die richtige Stelle
for(intj=i—-1;j>=0;j—-)

Beispiel if (a[j] > a[j + 1])
51(10({19] 1 |14] 3 5|1/10(19(14| 3 } swap(a, j,j +1);
5(10(19]| 1 (14| 3 1(5110|19(14| 3 .
Zeitaufwand:
5 [10]19] 11143 1]5(10{14{19] 3 @ Einfligung des i-ten Elements an richtiger Stelle:
5(10(19] 1 [14| 3 1]...|<|...[8]19 o Gesamtzeit: Y, O(i) = O(n?)
5|10 1 (19|14| 3 113|5(10(14|19 @ Vorteil: einfach zu implementieren
@ Nachteil: quadratische Laufzeit
H. Seidl (TUM) GAD 8§15 227 H. Seidl (TUM) GAD
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Sortieren Eintache Verfahren Sortieren MergeSort

Einfache Verfahren Ubersicht

SelectionSort e Sortieren

@ mit besserer Minimumstrategie worst case Laufzeit O(nlog n)
erreichbar

(mehr dazu in einer spéteren Vorlesung)

—_————

@ MergeSort

InsertionSort

@ mit besserer Einfligestrategie worst case Laufzeit O(n log? n)
erreichbar

—_——
(— ShellSort)
—-'—-_-.__—-..
H. Seidl (TUM) GAD s815 229 H. Seidl (TUM) G SS15 230
Sortieren MergeSort Sortieren MergeSort
MergeSort

MergeSort

Sortieren durch Verschmelzen

Zerlege die Eingabesequenz rekursiv in Teile, die separat sortiert und
dann zur Ausgabesequenz verschmolzen werden

Sortieren durch Verschmelzen

Zerlege die Eingabesequenz rekursiv in Teile, die separat sortiert und
.
dann zur Ausgabesequenz verschmolzen werden

Beispiel Beispiel
10 5| 7119(14| 1 | 3 101 5|7 (19|14 1| 3
1015 |7 |19 | 1411 (3
S ———————— _——-______
H. Seidl (TUM) GAD 85815 231 H. Seidl (TUM) GAD
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Sortieren MergeSort Sortieren MergeSort

MergeSort
Sortieren durch Verschmelzen

Zerlege die Eingabesequenz rekursiv in Teile, die separat sortiert und
dann zur Ausgabesequenz verschmolzen werden

MergeSort
Sortieren durch Verschmelzen

Zerlege die Eingabesequenz rekursiv in Teile, die separat sortiert und
dann zur Ausgabesequenz verschmolzen werden

Beispiel Beispiel
10({5 (7 [19(14| 1|3 10{5|7(19|14| 1|3
10{ 5|7 |19 | 14(1 |3 105 |7 |19 | 14113
105 | | 719 10(5| | | 719
-
H. Seidl (TUM) aAD ss1s 23: H. Seid (TUM) e | 5515 aa:
Sortioren VL ot Sortieren WYL

MergeSort MergeSort
Sortieren durch Verschmelzen

Sortieren durch Verschmelzen

Zerlege die Eingabesequenz rekursiv in Teile, die separat sortiert und
dann zur Ausgabesequenz verschmolzen werden

Zerlege die Eingabesequenz rekursiv in Teile, die separat sortiert und
dann zur Ausgabesequenz verschmolzen werden

Beispiel Beispiel
10 5| 7119(14| 1 | 3 101 5|7 (19|14 1| 3
101 5|7 (19 | 14(1]3 1015 |7 |19 | 1411 (3
— [10[ 5] | |7 |19 10(5| | |7]19
— |5/10 LSEC SRR

y
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Sortieren MergeSort

MergeSort

Sortieren durch Verschmelzen Q = ( Y- £ )
mergeSori(Element[] a, int [, int r) { <

_if’izjg refurn; // nur ein Element
= 1(r+1)/2]; // Mitte

_’Tfne_rgﬁma—f m; // linken Teil sortieren }j\/)
mergeSort(a, m+1, r); // rechten Teil sortieren '
j=1I k=m+1; —  //verschmelzen
for (i=0, f'<r—.ff++)

if (j > m) b[f] —J>] k++

/ linker Teil leer

else
if (k >r) b[f] = a[j] J++:) // rechter Teil leer
else -
— if(afj] < alk]) { b[ﬂ—(ﬂ g+
elset-bf}—alkl: k++:
for(i=0,i<r—1Li++) _a[l+i] = bli]; // zurlickkopieren
} ———— —
H. Seidl (TUM) GAD 8815 232

Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conguer-Algorithmen
\ @ nichtrekursive Unterprogrammaufrufe sind einfach zu analysieren
(separate Analyse des Funktionsaufrufs und Einsetzen)

@ rekursive Aufrufstrukturen liefern Rekursionsgleichungen
= Funktionswert wird in A ionswerten fur

klginere Argumente bestimmt

gesucht: nichtrekursive / geschlossene Form
RS —

H. Seidl (TUM) GAD S§15 235

Sortieren MergeSort

MergeSort

Sortieren durch Verschmelzen

Zeitaufwand:
@ T(n): Laufzeit bei FeldgréBe n

o T(1) =0(1)
T(n) = T([n/2]) + T(Ln/2)) + ©(n)

-_—

= T(n) e O(nlogn)
(folgt aus dem sogenannten Master-Theorem)

H. Seidl (TUM)

Sortieren MergeSort

MergeSort

Sortieren durch Verschmelzen

Zeitautwand:
@ T(n): Laufzeit bei FeldgréBe n
@ T(1) =0(1)

T(n) = T([n/21) + T(Ln/2]) + ©(n)

= T(n) e O(nlogn)
(folgt aus dem sogenannten Master-Theorem)

H. Seidl (TUM) GAD
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Sortieren MergeSort Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ nichtrekursive Unterprogrammaufrufe sind einfach zu analysieren

@ nichtrekursive Unterprogrammaufrufe sind einfach zu analysieren
(separate Analyse des Funktionsaufrufs und Einsetzen)

(separate Analyse des Funktionsaufrufs und Einsetzen)

@ rekursive Aufrufstrukturen liefern Rekursionsgleichungen

= Funktionswert wird in Abhangigkeit von Funktionswerten fur
kleinere Argumente bestimmt
gesucht: nichtrekursive /geschlossene Form

@ rekursive Aufrufstrukturen liefern Rekursionsgleichungen

= Funktionswert wird in Abhangigkeit von Funktionswerten fur
kleinere Argumente bestimmt
gesucht: nichtrekursive /geschlossene Form
Anwendung: Divide-and-Conquer-Algorithmen
@ gegeben: Problem der GroBe_n = b* (k € )
o falls k > 1:

—> » zerlege das Problem in-d.Teilprobleme der GréR3e n/b
> lose die Teilprobleme (d rekursive Aufrufe)
» setze aus den_Teilldsungen die Lésung zusammen

o falls k = Q. bzw. n = 1: investiere Aufwand a zur Lésung

Anwendung: Divide-and-Conquer-Algorithmen
@ gegeben: Problem der GréBe n = b¥ (k € INp)
o falls k > 1:

» zerlege das Problem in d Teilprobleme der GréBe n/b
» l6se die Teilprobleme (d rekursive Aufrufe)
» setze aus den Teilldésungen die Lésung zusammen

@ falls k = 0 bzw. n = 1: investiere Aufwand a zur Lésung

H. Seidl (TUM) GAD §§8'15 235

Sortieren MergeSort Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conguer-Algorithmen

Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conguer-Algorithmen

@ Betrachte den Aufwand fir jede Rekursionstiefe

@ Anfang: ProblemgréBe n

@ Level fir Rekursionstiefe i:  d’ Teilprobleme der GréBe n/b’
= Gesamtaufwand auf Rekursionslevel i:

Geometrische Folge: (a;)iew

Verhalinis benachbarter Folgenglieder konstant: q = a;1/a;

n-te Partialsumme der geometrischen Reihe:

' 2
@c&%— cn (@ (geometrische Reihe) Z a8 = a+..+a = a+aq+aq +...a04"
\ d < b Aufwand sinkt mit wachsender Rekursionstiefe; erstes Wert:
Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands s 2 gt - fiir g # 1
= 0o—— =
d = b Gesamtaufwand fur jedes Level gleich groB3; maxirpale " q-1
~  Rekursionstiefe logarithmisch, Gesamtaufwand ©(nlog n) bzw.

d > b Aufwand steigt mit wachsender Rekursionstiefe; letztes

sh=ap(n+1) firg=1
Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands

H. Seidl (TUM) GAD SS15 236 H. Seidl (TUM) GAD SS$15 237



Sortieren MergeSort Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

Geometrische FQ_'.Q?: (ai)ien @ Level 0: 1 Problem der GréBe.n= b"

o Level i d' Probleme der GréBe n/b’ = b*~/
o Level k: d* Probleme der GréBe_n/b" = b*™* =1,
hier jedes mit Kosten a, also Kosten ad*

—_—

Verhéltnis benachbarter Folgenglieder konstant: g = a;j 1/a;

n-te Partialsumme der geometrischen Reihe:

n
Sn == 2 aj
i=0

Wert:

a+..+an = ap+aq+ang:+...aq"

bzw.

Sp=ap(n+1) flirg=1
_

H. Seidl (TUM) GAD 8815 237

Sortieren MergeSort Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen W - 592

Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conguer-Algorithmen

Divide-and-Conguer-Algorithmen
@ Level 0: 1 Problem der GréBe n = b*
@ Level i: d' Probleme der GréBe n/b’ = bk~

@ Level k: d* Probleme der GroBe n/b¥ = bk—k =1,
hier jedes mit Kosten a, also Kosten ad*

@ Level 0: 1 Problem der GréBe n = b
@ Level i: d' Probleme der GréBe n/b’ = bk~
@ Level k: d* Probleme der GréBe n/bk = bk—k =1,
hier jedes mit Kosten a, also Kosten ad*
® d =b: Kosten ad® = abk = an € ©(n) auf Level k,
cnk = cnlog, n € ©(nlog n) fir den Rest
il -

e ———

@ d =b: Kosten ad® = abX = an € ©(n) auf Level k,
cnk = cnlog, n € ©(nlogn) fur den Rest

@ d <b: Kosten ad“ < ab* = an € O(n) auf Level k,

K1
_ dy  1-(d/b) 1
Rest: 'Cﬂj:g(l) _Cn71—d/b < cn1_d/b60(n)

> ¢cnef(n) = O(n)

H. Seidl (TUM) GAD SS15 238
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MergeSort

Sortieren

Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen

1 Problem der GréBe n = bk

Level i: d' Probleme der GréBe n/b’ = bk

Level k: d* Probleme der GréBe n/bk = bk-k =1,
hier jedes mit Kosten a, also Kosten ad*

Level O:

d =b: Kosten ad® = abX = an € ©(n) auf Level k,
cnk = cnlog, n € ©(nlog n) fur den Rest

@ d < b: Kosten adt < abk = an € O(n) auf Level k,

= 0O(n)

Rest: cn

> cneQ(n)

H. Seidl (TUM) GAD 8815

Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen

w = e
Divide-and-Conguer-Algorithmen —_
Pog ol
| S
@ d>b:
g

N
n = b¥, also k = log, n = logyd - logyn
- ___—_'—-____’
o
dk _ dlogbn _ d.‘ogdnlogb a_ nlogbd

m—

Kosten an'©%d e@( n'°9s ) auf Level k,

cb"(d/b)k -1 _ b

Rest: djb 1 d/b -1
_ k

H. Seidl (TUM) GAD S815

Sortieren

MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen

1 Problem der GréBe n = b

Level i: d' Probleme der GréBe n/b’ = bk

Level k: d* Probleme der GréBe n/b* = bk—k =1,
hier jedes mit Kosten a, also Kosten ad*

Level O:

cnk = cnlog, n € ©(nlogn) fur den Rest

@ d < b: Kosten adk < abX = an € O(n) auf Level k,

(d)f — cni1 ~ (d/b)* < A

b 1-d/b
~ > cnen)
- Sea- T T
Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conguer-Algorithmen

@ d>b: n=>b* also k =log, n= logyd - logy n

dk _ dlogbn _ dlogdnlogbd _ nlogbd

Kosten an'®9 9 ee( o9 ) auf Level k,

Rest: cbkw - c’dk_gk

~ d/b-1 d/b -1
_ dkl_( /d)k
= d/b-1
H. Seid (TUM) GAD

d = b: Kosten ad® = ab¥ = an € ©(n) auf Level k,

g O

= Qm.
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Sortieren

MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ d>b: n=b¥ also k =log,n = logyd-logygn

dk _ dlogbn _ d.‘ogdnlogbd — nlogbd
—_— —

Kosten an'©%9 ¢ @(n“’gb d) auf Level k,

Y (/) e Y - Ay -4
Rest: cb d/b — 1 = Cd/b—1
1 (b/@*
K K | d
e S ORI
H. Seidl (TUM) GAD 55815

Sortieren MergeSort

Master-Theorem

Lésung von Rekursionsgleichungen

Satz (vereinfachtes Master-Theorem)
Seien a, b, ¢, d positive Konstanten und n = bX mit k € IN.

Betrachte folgende Rekursionsgleichung:

) = { a fallsn=1,
cn+d-r(n/b) fallsn>1.
Dann gilt:
o(n) fallsd < b,
————— r(n)=< ©(nlogn) fallsd=b,
O(n'°%9) fallsd > b.

H. Seidl (TUM) GAD

8815

240

Sortieren

MergeSort

Master-Theorem

Lésung von Rekursionsgleichungen

Satz (vereinfachtes Master-Theorem)
Seien a, b, ¢, d positive Konstanten und n = b* mit k € IN.

e,

Betrachte folgende Rekursionsgleichung:

_ a falls ni1,
r(n) = { cn+d-r(n/b) fallsn> 1.

Dann gilt:

O(n _fallsd < b,
r(n) = { O(alogn) falls€=b,
O(1°% %) fallsd > b.
H. Seidl (TUM) G SS15 240

Sortieren Untere Schranke

Ubersicht

@ sortieren

@ Untere Schranke

H. Seidl (TUM) GAD S§'15
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Sortieren Untere Schranke Sortieren Untere Schranke

Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

Untere Schranke

MergeSort hat Laufzeit O(nlog n) im worst case.

InsertionSort kann so implementiert werden, dass es im best case

lineare Laufzeit hat. Entscheidungsbaum mit Entscheidungen an den Knoten:

/Oii\

Gibt es Sortierverfahren mit Laufzeit besser als O(nlog n) im worst
case, z.B. O(n) oder O(nloglog n)?

Xo < Xg 1< X3
= nicht auf der Basis einfacher Schliisselvergleiche
Entscheidungen: x;<x; — ja/nein Xy < X3 Xy < X3
! X1 XpX X, X1 X

- X1XaX3 2X1X3
DAl . ) i . . X1X3Xa _X3X1Xz XoX3Xy X3XoXq
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus benétigt im worst case —_——
mindestens nlog n — O(n) € ©(nlog n) Vergleiche.

H. Seidl (TUM) GAD S815 242 H. Seidl (TUM) G SS15 243

Sortieren Untere Schranke

Untere Schranke 'S.’ =55

Vergleichsbasiertes Sortieren et Vv <y, <,

3 — —

Sortieren Untere Schranke

Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

muss insbesondere auch funktionieren, wenn alle n Schllssel
verschieden sind

Entscheidungsbaum mit Entscheidungen an den Knoten:

= Annahme: alle verschieden om,

—_— X1 < X2
Wieviele verschiedene Ergebnisse gibt es?
= alle Permutationen: X < X3 Xy < X3
_nl = h ) Xy < X3 Xo < Xg
X4 XpX3 X5 X1 X3
Binarbaum der Hohe h hat héchstens 27 2h Blatter bzw.
Binarbaum mit b Blattern hat mindestens Hohe log, b X1XgXy X3X1Xp X2X3Xq X3XoX

= h > log,(n!) > nlogn - nloge + % log(2nn)

H. Seidl (TUM) GAD SS15 244
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Sortieren Untere Schranke Sortieren QuickSort

Untere Schranke Ubersicht

Vergleichsbasiertes Sortieren

muss insbesondere auch funktionieren, wenn alle n Schlussel

verschieden sind .é V_,q : e Sortieren

= Annahme: alle verschieden %?— 2 "‘( (

- 03 ﬂu) ¥ G (G )

Wieviele verschiedene Ergebnisse gibt es? _ o { ﬂ ") 4 40 (?

= alle Permutationen: _ oo ( ) ( “ieu wl @ QuickSort

-h(ﬂogh- Coge) o = n-L:ﬂog,(?.m)
-—t ()05“ n = V2nn(g) (‘I +O( ? V2rn

- rlege

Binarbaum der Hohe h hat héchstens 2" Blatter bzw.

Binarbaum mit b Blattern hat mindestens Hohe log, b

= h >logy(n!) = nlogn - nlog e + § log(27n)

H. Seidl (TUM) GAD SS15 244 H. Seidl (TUM) G 5515
Sortieren QuickSort Sortieren QuickSort

QuickSort QuickSort abstrakt

Idee:

Aufspaltung in zwei Teilmengen, aber nicht in der Mitte der Sequenz
wie bei MergeSort, sondern getrennt durch ein Pivotelement

\31105191143

5|1 [3]|10(19]| 14

e

quickSort {
Wahle Pivotelement;
// z.B. erstes, mittleres, letztes oder zufélliges Element

_ —_— T

Splitte in kleinere und gréBere Schlissel bzgl. Pivotelement;
// entweder in temporéare Arrays oder in-place
// ein Scan des Felds = O(n) Zeit

[ i’

Sortiere Teilfeld mit kleineren Schlusseln (rekursiv);
113 |5(10/19 | 14 /

Sortiere Teilfeld mit gréBeren Schlisseln (rekursiv);

H. Seidl (TUM) GAD SS15 246 H. Seidl (TUM) GAD $§'15



QuickSort

Sortieren

Implementierung: effizient und in-place ——

ickSort(El f{]a,intt, intr) | CO—0 9 e=ys
quickSort(Element[] a, int £, int r ” -
//ale...r]: zu sortierendes Feld — — -"JA—%? :“2 #3olpy
if (€<r)d p
p = alr]; // Pivot e
AMT=7-1; intj=r; r

do{ // spalte Elemente in a[¢, ..., r — 1] nach Pivot p
do { i+4 } while (a[i] < p);
L')do {j=—}twhile (j = £ A a[j] > p);
Lif (i < j) swap(a, I, ));

while (i < j);
“—swap (a,i,r); // Pivot an richtige Stelle
quickSort(a. ¢, i —1);

—quickSort(a, i +1, r);
}

H. Seidl (TUM) GAD 8815

Sortieren QuickSort

QuickSort: Laufzeit

Problem:

@ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)

@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivotelement immer kleinstes oder gréBtes aller
Elemente ist)

Lésungen:

@ wahle zufalliges Pivotelement:
Laufzeit O(nlog n) mit hoher Wahrscheinlichkeit

@ berechne Median (mittleres Element):
mit Selektionsalgorithmus, spater in der Vorlesung

H. Seidl (TUM) GAD S815
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QuickSort: Laufzeit

Problem:

@ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)
——

@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivatelement immer kleinstes oder groBtes aller
Elemente ist)

H. Seidl (TUM)
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QuickSort

Laufzeit bei zufalligem Pivot-Element
e Zahle Anzahl Vergleiche (Rest macht nur konstanten Faktor aus)

@ C(n): erwartete Anzahl Vergleiche bei n Elementen
o

Satz
Die erwartete Anzahl von Vergleichen flir QuickSort mit zuféllig
ausgewahlitem Pivotelement ist

C(n) < 2ninn < 1.39nlog, n
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QuickSort

Beweis.
@ Betrachte sortierte Sequenz (e}, ..., e,)
@ nur Vergleiche mit Pivotelement
@ Pivotelement ist nicht in den.rekursiven Aufrufen enthalten
= e/ und e/ werden héchstens ei.nmal verglichen und zwar dann,
wenn e’ oder ejf Pivotelement ist

H. Seidl (TUM) GAD 5815 251
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Lemma
PriXj=1]=2/( =i+ 1)
Beweis.
® SeiM=l{e,..., el

@ Irgendwann wird ein Elewﬂygt_ausgewéhlt.

@ Bis dahin bleibt M immer zusammen.

@ e/ und e/ werden genau dann direkt verglichen, wenn eines der
beiden als Pivot ausgewahlt wird

@ Wahrscheinlichkeit:

Prle; oder ej-’ aus M ausgewahlt] %z

H. Seidl (TUM) GAD $S15
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Beweis.
° Zufallsvanable
Q ij = ] =4

- €1{0,1}
e/ und e:J werden verglichen

Cn) = E|}% Z %]
Ig
- Z(O-Pr[ j=0]+1 -Pr[w)
Z Pr[X; = 1]
l<j
H. Seidl (TUM) G S815 252
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QuickSort
Beweis.
C = Pr =1
qu‘ ] ;;§1ﬂ+ L
n—1 n—i+1 2 n—1 n—i+1 1
= = 2 —
n-1 n 1 n 1
< 2 — = 20-1)Y £ = 2(n-1)(Ho-1)
i=1 k=2 k k=2 k
< 2(n-1)(1+Ihn-1) < 2ninn = 2nIn(2)log,(n)
O
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QuickSort QuickSort Vi D Y,
ng"'l = ,é-——z =3 [ L= ﬁﬂgzm
L
Beweis. . Beweis. *nl
_ n-1 n 2 A-k & g 2- _ n=1 n 2
¢ = Z‘Pr[x,-j:ﬂ: Z‘ j-i+1 fea ¢ = Zpr[x":ﬂzz.z j—i+1
i<j i=1 j=i41 v 4 i<j i=1 j=i+1
n-1nsitt notnsitt - ? % *4 n-tnsitt, notnsitt
— Z E = - = - g5y — - =z p
i=1 k=2 — T k=2 — =1 k=2 i=1 k=2
2 =1 k=2
n-1 n. 1 n 1 n-1 n 1 n 1
<2 ZE - 2(n—1)2E = 2(n=1)(Ha—1) < 2 L = 2(”_1)ZE = 2(n-1)}H,—1)
i=1 k=2 k=2 =1 l5== k=2
< 2(n- )(l_:l‘—lﬂ_ﬁ_” < 2nlnn = 2nIn(2)log,(n) < 2(nz1)(1+Ihn-1) < 2ninn = 2nin(2)logy(n)
0;4 W
—— O O
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QuickSort Ubersicht
Verbesserte Version ohne Check flir Array-Grenzen
gSort(Element[] a, int £, Int r) {
while (r — € = no) {
j = pickPivotPos(a, ¢, r); e Sortieren

swap(a,l,j);  p=alt];
inti=¢; intj=r;
repeat {
while (a[i] < p) i++;
while (alj] > p) j——;
if (i <j) {swap(a, i, j); i++; j——;}

@ Selektieren

}until (i > j);
if (i< (+r)/2){gSori(a,t,)); =i}
else {gSort(a, i, r); r=j;}

)

insertionSort(a, £, r);
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Rang-Selektion

\o Bestimmung des kleinsten und gréi3ten Elements ist mit einem
einzigen Scan Uber das Array in Linearzeit méglich

@ Aber wie ist das beim k-kleinsten Element,
l z.B. beim [n/2]-kleinsten Element (Median)?

Problem:
Finde k-kleinstes Element in einer Menge von n Elementen

H. Seidl (TUM) GAD §§8'15
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QuickSelect

A Z. ahnlich zu QuickSort, aber nur eine Seite betrachten

10 5 19| 1 |14 ] 3

13| 5(70y19 14
Y \
1 511019 | 14
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Rang-Selektion

@ Bestimmung des kleinsten und gréBten Elements ist mit einem
einzigen Scan Uber das Array in Linearzeit méglich

@ Aber wie ist das beim k-kleinsten Element,
z.B. beim | n/2]-kleinsten Element (Median)?

Problem:
Finde k-kleinstes Element in einer Menge von n Elementen

Naive Lésung: Sortieren und k-tes Element ausgeben

= Zeit O(nlogn)

J—
Geht das auch schneller?
—_—
Sortieren Selektieren
QuickSelect
Ansatz: ahnlich zu QuickSort, aber nur eine Seite betrachten
101 5 (19| 1 |14 | 3
Ay
50113 (10()19 14
¥ 7\f
‘ 113|5|10/19| 14
Yy v
113|510/ 19 |14
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QuickSelect

Methode analog zu QuickSort

Element quickSelect(Element[] a, int /, int r, int k) {
/I a[l...r]: Restfeld, k: Rang des gesuchten Elements
if (F==1) return al[l];
int z = zufallige Position in {/,...,r}; swap(a.z.r);
Elementp = ajr]; inti=I1-1; intj=r;
do{ //spalte Elementein all,...,r — 1] nach Pivot p
do i++ while (a[i] < p);
do j—— while (a[j] > p && j # I);
if (i < j) swap(a, i, j);
} while (i < j);
L-‘e.wap (a,i,r); [/ Pivot anrichtige Stelle
if (k < i) return quickSelect(a, I, i — 1, k);
if (k > i) return quickSelect(a, i + 1, r, k);
else return alk]; // k ==
}

H. Seidl (TUM) GAD
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Alternative Methode

Element select(Element[] s, int k) {
assert(|s| > k);
~Wahle p € s zufallig (gleichverteilt);

- m——

if (lal > k)
return select(a,k);

Element[]a:=(e€s:e<pl;

\

L Element[]b:={ecs:e=p}
if (g + 161> k)
return p;

\/Element[ {ees:e=p};
return seleci(c,k —|al — |bl);

)

H. Seidl (TUM) GAD
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Alternative Methode

Element select(Element[] s, int k) {

assert(ls| > k)
Wahle p € s zufallig (gleichverteilt);

Element[]a:=lees:e<p};
if (la] > K)
return select(a,k);

Element[] b :={ees:e=p};
if (Ja + |b| > k)
return p;

Element[]c:={ecs: e > p};
return select(c,k —|al — |bl);

Sortieren Selektieren

QuickSelect

Alternative Methode

Beispiel
s k| H\\\ abc

260

[5(3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9) 7 (§1E12 522)3,4,5,9,6,5,3,5,8,9)
—(3,4,5,9,6,53589 4| (3,45535) @) (59
(3,4,5,5,3,5) 4 (3,4,3) (5,5,5) ()

In der sortierten Sequenz wiirde also an 7. Stelle das Element 5
stehen.

Hier wurde das mittlere Element als Pivot verwendet.
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QuickSelect

Alternative Methode

Beispiel

s k | abc

(3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9) 7

(3,4,5,9,6,535,89 4
—>(3,4,5,5,3,5) 4

—~(3,4,5,5,3,5) (6) (9,8,9)
(3,4,3) (5,59

In der sortierten Sequenz wiirde also an 7. Stelle das E\ement 5
stehen.

Hier wurde das mittlere Element als Pivot verwendet.

(1,1) (2) (3,4,5,9,6,5,3,5,8,9)

H. Seidl (TUM) GAD §§8'15
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Beweis.
@ Pivot ist gut, wenn wedeig noch c langer als 2/3 der aktuellen

FeldgréBe sind:
schlecht
= ——

= Pivot ist gut, falls es im mittleréen-Brittel liegt

——— —ee

schlecht

p = Pr[Pivotist gut] = 1/3

261
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QuickSelect

teilt das Feld jeweils in 3 Teile:
a Elemente kleiner als das Pivot
E-:Elemente gleich dem Pivot
iEIemente gréBer als das Pivot

T(n): erwartete Laufzeit bei n Elementen
Satz
Die erwartete Laufzeit von QuickSelect ist linear: T(n) € O(n).
—_—
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QuickSelect
Beweis.

@ Pivot ist gut, wenn weder a noch ¢ langer als 2/3 der aktuellen

FeldgréBe sind:
schlecht schlecht

= Pivot ist gut, falls es im mittleren Drittel liegt

p = Pr[Pivotist gut] = 1/3

Erwartete Zeit bei n Elementen
@ linearer Aufwand auBerhalb der rekursiven Aufrufe: c¢n

@ Pivot gut (Wsk. 1/3): Restaufwand < T(2n/3)
@ Pivot schlecht (Wsk. 2/3): Restaufwand < T(n—1) < T(n)

—_— ——
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Beweis.

IA A IAIA

A

IA

IA
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cn+p-T(n-2/3)+(1—-p)-T(n)
cn+p-T(n-2/3)

cn/p+T(n-2/3)

cn/p +c-(n-2/3)/p+ T(n-(2/3)?)
wiederholtes Einsetzen

(en/p)(1+2/3+4/9+8/27 +...)

LY (273
P i=0

cn 1

m'ngcn eO(n)

O

y
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