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Suchstrukturen Bindre Suchbdume

© Suchstrukturen

@ Binare Suchbaume
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312 /637

Suchstrukturen Allgemeines

Suchstruktur

Idee:
o flige Navigationsstruktur hinzu, die locate effizient macht
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Suchstrukturen Bindre Suchbaume

Binarer Suchbaum

Suchbaum-Regel: o

Fir alle Schliissel

k1 in T1 und k2 in Tg:
k1 <k< kg

locate-Strategie:
@ Starte in Wurzel des Suchbaums
@ FUr jeden erreichten Knoten v:

Falls key(v) = Kgesucht» gehe zum linken Kind von v,
sonst gehe zum rechten Kind



Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum

Formal: fir einen Baumknoten v sei
@ key(v) der Schlissel von v
@ d(v) der Ausgangsgrad (Anzahl Kinder) von v

@ Suchbaum-Invariante: ki < k < ko
(Sortierung der linken und rechten Nachfahren)

@ Grad-Invariante: d(v) <2
(alle Baumknoten haben hochstens 2 Kinder)

@ Schlissel-Invariante:
(Fir jedes Element e in der Liste gibt es genau einen
Baumknoten v mit key(v) == key(e))

H. Taubig (TUM) GAD s§'12 315/637

Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum / insert, remove o “
NS
Strategie: L/C{\} ﬁ ;K N
Q| - E ] XJ '
insert(e): / N\
» erst wie locate(key(e)) bis Element e’ in Liésfese 1<’iL‘h?@fL’:

» falls key(e’) > key(e):
flige e vor &’ ein, sowie ein neues Suchbaumblatt fiir e und e’ mit
key(e) als Splitter Key, so dass Suchbaum-Regel erflllt

H. Taubig (TUM)

Suchstrukturen Bindre Suchbaume

Binarer Suchbaum / locate

locate(9)

(10)
=
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Suchstrukturen Bindre Suchbaume

. . W
Binarer Suchbaum / insert, remove @

Strategie:
@ insert(e): &— =
» erst wie locate(key(e)) bis Element e’ in Liste erreicht
» falls key(e’) > key(e):
fage e vor €’ ein, sowie ein neues Suchbaumblatt flir e und " mit
key(e) als Splitter Key, so dass Suchbaum-Regel erfullt

@ remove(k):
» erst wie locate(k) bis Element e in Liste erreicht
» falls key(e) = k, lésche e aus Liste und Vater v von e aus
Suchbaum und
» setze in dem Baumknoten w mit key(w) = k den neuen Wert
key(w) = key(v)

________ oo ss12 317/637
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Binarer Suchbaum / insert, remove Binarer Suchbaum / insert, remove

insert(5) insert(12)
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remove(1) remove(14)
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Suchstrukturen Bindre Suchbdume

Binarer Suchbaum / insert, remove

remove(14)
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Ubersicht

@ Suchstrukturen

@ AVL-Baume

H. Taubig (TUM)

Suchstrukturen AVL-Baume

s§'12

§512

322/637

324 /637

Suchstrukturen Bindre Suchbaume

Binarer Suchbaum / worst case
Problem:

@ Baumstruktur kann zur Liste entarten
@ Hohe des Baums kann linear in der Anzahl der Elemente werden
= locate kann im worst case Zeitaufwand ©(n) verursachen

Beispiel: Zahlen werden in sortierter Reihenfolge eingefugt

H. Taubig (TUM) 8§12 323 /637

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbaume

Strategie zur Losung des Problems:
@ Balancierung des Baums

G. M. Adelson-Velsky & E. M. Landis (1962):
@ Beschrankung der H6henunterschiede flr Teilbdume auf
1,0, +1]
= fuhrt nicht unbedingt zu einem idealen unvollstandigen Binarbaum
(wie wir ihn von array-basierten Heaps kennen),
aber zu einem hinreichenden Gleichgewicht

H. Taubig (TUM)
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Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbdume

Worst Case: Fibonacci-Baum
@ Laufzeit der Operation hangt von der Baumhéhe ab

@ Was ist die schlimmste Hohe bei gegebener Anzahl von
Elementen?

@ bzw: Wieviel Elemente hat ein Baum bei gegebener Hohe h
mindestens?

= Fir mindestens ein Kind hat der Unterbaum Héhe h— 1.
Im worst case hat das andere Kind Héhe h — 2 (kleiner geht nicht
wegen Hoéhendifferenzbeschrankung)

= Anzahl der (inneren) Knoten entspricht den Fibonacci-Zahlen:

Fn= Fn1+ Fn2
H Taubig (TUM) st amew
Suchstrukturen AVL-Baume
AVL-Baume

Balancierte binare Suchbdume

Worst Case: Fibonacci-Baum
@ Fibonacci-Baum der Stufe 0 ist der leere Baum
@ Fibonacci-Baum der Stufe 1 ist ein einzelner Knoten

@ Fibonacci-Baum der Stufe h + 1 besteht aus einer Wurzel, deren
Kinder Fibonacci-Baume der Stufen h und h — 1 sind

Explizite Formel:

= Die Anzahl der Elemente ist exponentiell in der Hohe bzw. die
Hoéhe ist logarithmisch in der Anzahl der Elemente.

H. Taubig (TUM)

Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbaume

Worst Case: Fibonacci-Baum

@ v
P A\
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Suchstrukturen AVL-Baume

AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbaume

Operationen auf einem AVL-Baum: ”

@ insert und remove konnen zunachst zu Bindarbaumen flihren, die
die Balance-Bedingung fir die Héhendifferenz der Teilbdume
verletzen

= Teilbdume missen umgeordnet werden, um das Kriterium fr
AVL-Baume wieder zu erflillen (Rebalancierung/Rotation)

@ Dazu wird an jedem Knoten die H6hendifferenz der beiden
Unterbdume vermerkt (-1, 0, +1, mit 2 Bit/ Knoten)

(Hausaufgabe .. .)

@ Operationen locate, insert und remove haben Laufzeit O(log n)

H. Taubig (TUM)
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AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbdume

AVL-Baume

Balancierte bindre Suchbaume

Einfachrotation: Doppelrotation:
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Suchstrukturen (a, b)-Baume Suchstrukturen (a, b)-Baume

Ubersicht (a,b)-Baum

Problem: Baumstruktur kann zur Liste entarten
Losung: (a,b)-Baum

@ Suchstrukturen Idee:
@ d(v): Ausgangsgrad (Anzahl Kinder) von Knoten v
@ t(v): Tiefe (in Kanten) von Knoten v

@ Form-Invariante:

alle Blatter in derselben Tiefe: t(v) = t(w) fOr Blatter v, w
@ Grad-Invariante:

Fur alle internen Knoten v (auBBer Wurzel) gilt:

@ (a,b)-Baume

a<dv)<b (wobeiaz2und b =2a-1)

FirWurzel r: 2 <d(r) < b (auBBer wenn nur 1 Blattim Baum)




Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum

Lemma

Ein (a, b)-Baum fiir n Elemente hat Tiefe < 1 + [lOQa %J

Beweis.

@ Baum hat n + 1 Blatter (+1 wegen co-Dummy)
@ Fur n= 0 qilt die Ungleichung (1 Dummy-Blatt, Hohe 1)

@ sonst hat Wurzel Grad > 2,
die anderen inneren Knoten haben Grad > a

= Bei Tiefe t gibt es > 2a!~" Blatter

co.v14‘;1h2/2a“1 & ts1+[loga%J

O

v
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(a, b)-Baume

(a, b)-Baum

Beispiel:

H. Taubig (TUM)
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum: Split-Schlussel

@ Jeder Knoten v enthalt ein sortiertes Array von d(v) — 1
Split-Schllisseln sy, .. ., Sg(v)-1

@ (a,b)-Suchbaum-Regel:
Flr alle Schlissel k in T; und k” in T 1 gilt:

k<si<k’ bzw. s_1<k<s; (sp = —00, §g = )

Suchstrukturen

H. Taubig (TUM) 335 /637

(a, b)-Baume

(a, b)-Baum

locate(9)

H. Taubig (TUM)
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum

insert(e)

@ Abstieg wie bei locate(key(e)) bis Element e’ in Liste erreicht

o falls key(e’)>key(e), flge e vor e’ ein

(oe]
H. Tauig (TUM stz gan./ca7
RILEGTETIELN (2, b)-Baume
(a, b)-Baum
insert(e)
o flige key(e) und Handle auf e in Baumknoten v (iber e ein
e falls d(v) < b, dann fertig
e
X y z X y z
e e' e e'

Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a,b)-Baum

insert(e)

@ Abstieg wie bei locate (key(e)) bis Element ¢’ in Liste erreicht

o falls key(e’)>key(e), flige e vor e’ ein

""" e e o oo
H T TUN) TR ssi2 amiew
LSS (a, b)-Baume
(a, b)-Baum
insert(e)

@ flige key(e) und Handle auf e in Baumknoten v Uiber e ein
o falls d(v) > b, dann teile v in zwei Knoten auf und

@ verschiebe den Splitter (groter Key im linken Teil) in den
Vaterknoten

Beispiel:

(2,4)-Baum

H. Taubig (TUM)

341 /8637



Suchstrukturen (a, b)-Baume Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum (a,b)-Baum / insert
insert(e)
e falls d(w) > b, dann teile w in zwei Knoten auf usw. a=2b=4
bis Grad < b .
insert(8)

oder Wurzel aufgeteilt wurde

RILEGTETIELN (2, b)-Baume

Suchstrukturen

H. Taubig (TUM)
(a, b)-Baume

(a, b)-Baum /insert (a, b)-Baum / insert

a=2b=4 a=2,b=4

insert(8) insert(8)

H. Taubig (TUM)
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Suchstrukturen (a, b)-Baume Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum / insert (a,b)-Baum / insert

a=2b=4 a=2b=4

insert(8) insert(8)

Suchstrukturen (a, b)-Baume

“ 8§12 345 /637

Suchstrukturen

H. Taubig (TUM)

(a, b)-Baume

(a, b)-Baum /insert (a, b)-Baum / insert

a=2>b=4

insert(6)

H. Taubig (TUM)
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum / insert

a=2b=4

insert(7)

H. Taubig (TUM)

RILEGTETIELN (2, b)-Baume

(a, b)-Baum /insert

a=2>b=4

insert(7)
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a,b)-Baum / insert

a=2b=4

insert(7)

LSS (a, b)-Baume

(a, b)-Baum / insert

Form-Invariante

@ alle Blatter haben dieselbe Tiefe, denn
neues Blatt wird auf der Ebene der anderen eingefiigt und
im Fall einer neuen Wurzel erhéht sich die Tiefe aller Blatter um 1

Grad-Invariante

@ insert splittet Knoten mit Grad b + 1 in zwei Knoten
mit Grad [(b + 1)/2] und [(b + 1)/2] by A > 2a

@ wenn b > 2a— 1, dann sind beide Werte > a

@ wenn Wurzel Grad b + 1 erreicht und gespalten wird,
wird neue Wurzel mit Grad 2 erzeugt
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(a, b)-Baum (a, b)-Baum

remove(k)
@ Abstieg wie bei locate(k) bis Element e in Liste erreicht
o falls key(e) = k, entferne e aus Liste (sonst return)

remove(k)
@ Abstieg wie bei locate(k) bis Element e in Liste erreicht
o falls key(e) = k, entferne e aus Liste (sonst return)

"""""""""" e e e oo
H. Taubig (TUM) ss12 99 /697 H.Taubio (TUM) a0 ssiz  as /a7
RILEGTETIELN (2, b)-Baume Suchstrukturen ENENHE-ETLE]
(a, b)-Baum (a, b)-Baum
remove(k) remove(k)

@ entferne Handle auf e und Schllissel k vom Baumknoten v liber e
(wenn e rechtestes Kind: Schlisselvertauschung wie bei bindrem
Suchbaum)

e falls d(v) = a, dann fertig

@ falls d(v) < a und ein direkter Nachbar v’ von v hat Grad > a,
nimm Kante von v’

Beispiel: (2,4)-Baum
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g



