Sortieren MergeSort

MergeSort

Sortieren durch Verschmelzen

Zerlege die Eingabesequenz rekursiv in Teile, die separat sortiert und
dann zur Ausgabesequenz verschmolzen werden
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MergeSort Analyse rekursiver Funktionen
Sortieren durch Verschmelzen Divide-and-Conquer-Algorithmen
mergeSort(Element[] &, int /, int r) { @ nichtrekursive Unterprogrammaufrufe sind einfach zu analysieren
if (/ == r) return; /I'nur ein Element (separate Analyse des Funktionsaufrufs und Einsetzen)
m=[(r+1)/2]; /f Mitte
mergeSort(a, I, m); /I linken Teil sortieren @ rekursive Aufrufstrukturen liefern Rekursionsgleichungen
mergeSort(a, m+1, r); / rechten Teil sortieren = Funktionswert wird in Abhéngigkeit von Funktionswerten fiir
j=1I k=m+1,; / verschmelzen kleinere Argumente bestimmt
fori=0tor-/do gesucht: nichtrekursive / geschlossene Form
if j >m){b[i]=alk]; k++;} // linker Teil leer
else
if (k>nr){b[i]=alj]; j++;} /l rechter Teil leer
else

if (a[j] < alk]) { b[i] = alj]; j++}
else | b[i] = alk]; k++;}

fori=0tor—-Ido a[l+i] = b[i; // zurlickkopieren
|
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Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ Betrachte den Aufwand fiir jede Rekursionstiefe

@ Anfang: ProblemgréB3e n

@ Level fiir Rekursionstiefe i: d’ Teilprobleme der GréBe n/b’

= Gesamtaufwand auf Rekursionslevel i:

;N dy!
deg; = on(p)
d < b Aufwand sinkt mit wachsender Rekursionstiefe; erstes

Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands
d = b Gesamtaufwand flr jedes Level gleich gro3; maximale

Rekursionstiefe logarithmisch, Gesamtaufwand ©(nlog n)
d > b Aufwand steigt mit wachsender Rekursionstiefe; letztes

Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands

(geometrische Reihe)
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Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Congquer-Algorithmen

@ Betrachte den Aufwand fiir jede Rekursionstiefe

@ Anfang: ProblemgréBe n

@ Level fiir Rekursionstiefe i: d' Teilprobleme der GréBe n/b’

= Gesamtaufwand auf Rekursionslevel i:

:n dy/
degy =on(3)
d < b Aufwand sinkt mit wachsender Rekursionstiefe; erstes

Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands
d = b Gesamtaufwand fir jedes Level gleich grof3; maximale

Rekursionstiefe logarithmisch, Gesamtaufwand ©(nlog n)
d > b Aufwand steigt mit wachsender Rekursionstiefe; letztes

Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands

(geometrische Reihe)

H. Taubig (TUM)

235 /637

Sortieren MergeSort

Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen

Geometrische Folge: (a;)iew

Verhaltnis benachbarter Folgenglieder konstant: g = aj.1/a;

n-te Partialsumme der geometrischen Reihe:

n
sn:Za,-:ao+...+an:ao+aoq+aoq2+...aoq”
i~0

Wert: i i
g -1 gt -1 .
Sh=Qa q-1 ag a1 urqg+
bzw.
Sp=ag(n+1) flirg=1
H.Taubig (TUM) S e ss12
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Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen

Geometrische Folge: (&)iey

Verhaltnis benachbarter Folgenglieder konstant: g = a;, 1/a;

ﬂ'rﬂe Partialsumme der geometrischen Reihe:

n
sn:Za;:ao+...+an:ao+aoq+aoq2+..m

i=0 e —
¢
Wert: N
n+1 1 qn+1 Y i 1
bzw. A= QT;
Sp=ap(n+1) farg=1
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Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen
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Sortieren Untere Schranke

Ubersicht

e Sortieren

@ Untere Schranke
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Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen
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Master-Theorem

Lésung von Rekursionsgleichungen

Satz (vereinfachtes Master-Theorem)
Seien a, b, ¢, d positive Konstanten und n = b* mit k € IN.
Betrachte folgende Rekursionsgleichung:

| a fallsn=1,
M=1 en +d-r(n/b) fallsn>1.

Dann gilt:

©(n) falls d < b,
©(nlogn) fallsd = b,
©(n'°%9) falls d > b.
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Ubersicht Untere Schranke
Vergleichsbasiertes Sortieren
e Sortieren Entscheidungsbaum mit Entscheidungen an den Knoten:

@ Untere Schranke
Xo < Xz

Xy < X3
X4 XoX3

X1X3Xo Xg3X{Xp XoX3Xy X3XpX4

Sortieren Untere Schranke
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Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

muss insbesondere auch funktionieren, wenn alle n Schlissel
verschieden sind )
Average-case complexity

@ gleiche Schranke gilt auch flr randomisierte Sortieralgorithmen
und durchschnittliche Laufzeit
(hier ohne Beweis)

= Annahme: alle verschieden

Wieviele verschiedene Ergebnisse gibt es?
= alle Permutationen:

om0 rofl) = !

-1 n
n en

21n

@ ebenso flr das scheinbar einfachere Problem festzustellen,

Blnal’baum del’ HOhe h hat hOChStenS 2h Blattel’ bZW. ob ein Element in einer Sequenz doppelt vorkommt

Binarbaum mit b Blattern hat mindestens Héhe log, b

= h > log,(n!) = nlogn—nloge + % I%;(2nn)
- th t~
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Ubersicht QuickSort
Idee:
Aufspaltung in zwei Teilmengen, aber nicht in der Mitte der Sequenz
e Sortieren wie bei MergeSort, sondern getrennt durch ein Pivotelement
10 5119 1 |14 | 3
® QuickSort TN
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QuickSort QuickSort
Idee:

quickSort(Element[] a, int /, int r) {
/I a[l...r]: zu sortierendes Feld
if (r>1{
v =ajr;
inti=1I1-1; intj=r;
do{ //spalte Elementein a[l,...,r — 1] nach Pivot v
do { i+ + } while (a[i] < v);
do{j——lwhie (j=1 A a[j] > v);
if (i < j) swap(a[i], a[f]);
} while (i < j);
swap (a[i], a[r]); // Pivot an richtige Stelle
quickSort(a, I, i—1);
quickSort(a, i + 1, r);

Aufspaltung in zwei Teilmengen, aber nicht in der Mitte der Sequenz
wie bei MergeSort, sondern getrennt durch ein Pivotelement

10| 5 (191 |14 3

e aN

5(1[3|10]19|14
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QuickSort QuickSort
M 2
i
quickSort(Element[] a, int /, int r) { f’*’? A / ' Problem:
/la[l...r:zusortierendes Feld | | [ ] |d IS @ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
if (r>1) [[ | AN unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)
v = alr];

@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivotelement immer kleinstes oder gréBtes aller
Elemente ist)

inti=1-1; intj=r;
do{ //spalte Elementein a[l,...,r — 1] nach Pivot v
do { i+ + } while (a[i] < v);

do{j——}while (=1 A alj] > v); )

if (i < j) swap(al[i], a[j]); Losungen:
} while (i < j); @ wahle zufalliges Pivotelement:
swap (a[i], a[r]); // Pivot an richtige Stelle Laufzeit O(nlog n) mit hoher Wahrscheinlichkeit
quickSort(a, {, i —1);

@ berechne Median (mittleres Element):

ickSort(a, i + 1, r); . . . "
qu! ( +_) mit Selektionsalgorithmus, spéatere Vorlesung
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QuickSort | | vlf%;\; |

\?_/ \\‘:/I‘_\A;/
Beweis.

@ Betrachte fiir die Analyse die sortierte Sequenz s’ = (e, ..., ep)
@ nur Vergleiche mit Pivotelement
@ Pivotelement ist nicht in den rekursiven Aufrufen enthalten

= e und ej.’ werden hdchstens einmal verglichen und zwar dann,
wenn e; oder ef Pivotelement ist

QuickSort

Laufzeit bei zufalligem Pivot-Element
@ Zahle Anzahl Vergleiche (Rest macht nur konstanten Faktor aus)
@ C(n): erwartete Anzahl Vergleiche bei n Elementen

Satz
Die erwartete Anzahl von Vergleichen fir QuickSort ist

C(n) < 2ninn < 1.39nlogn
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QuickSort QuickSort
Lemma
Beweis.
PriXj =1]=2/(j—i+1
e Zufallsvariable Xj € {0, 1} X =11=2/G-1+1) J
® Xj=1 <& e/ und e werden verglichen Beweis.
@ SeiM = {ef,...,e}f]
- @ Irgendwann wird ein Element aus M als Pivot ausgewahlt.
C(n E Xil=) E|X;
(n) ; : ; [ "'] @ Bis dahin bleibt M immer zusammen.
@ e/ und e/ werden genau dann direkt verglichen, wenn eines der
-Pr| Xj = 1-Pri{X;=1 i j
;0 r[ I O]+ r[ v ] beiden als Pivot ausgewdhlt wird
Z Pr[X-- _ 1] @ Wahrscheinlichkeit:
I —
i< 2 2
= Prle; oder e/ aus M ausgewahlt] = ——
[ gewaN = TMj = j= i+ 1
m|
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QuickSort
Beweis.
¢ = ZPF[X: ] ZAZ —,«+1
i<j i=1 j= J—|—1
n—1 n—i+1 2 n—1 n—i+1 1
- LYt - 2L L«
i=1 k=2 i=1 k 2
n-1 n 1 n
< 2 - Z —1)(Hp— 1)
i=1 k=2 k=2
< 2(nT) +Inn7ff < 2ninn
m|
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