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Kapitel IV — Graphen; Baume

* Bindre Wurzelbdume

— Ein Binarbaum ist ein Wurzelbaum, in dem jeder
Knoten hdchstens 2 unmittelbare Nachfolger hat.

— Ein vollstandiger Bindrbaum ist ein Binarbaum, in dem
jeder innere Knoten genau zwei unmittelbare
Nachfolger hat und alle Blatter denselben Abstand zur
Wurzel haben.

Satz: Ein bindrer Wurzelbdum der Hohe k hat héchstens

2k — 1 Knoten und hochstens 2X~1 Blatter. Der

vollstindige Baum der Hohe k hat genau 2% — 1 Knoten
und 2%~1 Blitter.
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Kapitel IV — Graphen; Baume

* Suchbaume
* Ein Suchbaum ist ein Bindrbaum mit den folgenden drei
Eigenschaften:
—Die Knotenmenge ist linear geordnet.
—Die Kinder eines inneren Knoten sind beschriftet mit:
linkes Kind, rechtes Kind.
—Fiir alle inneren Knoten v gilt:
— Fir alle Knoten u im linken Unterbaum von v gilt: u < v
—Fir alle Knoten v im rechten Unterbaum von v gilt: u > v
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* Suchbdume
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Kapitel IV — Graphen; Baume

* Suchbdume
* Ein Suchbaum ist ein Bindrbaum mit den folgenden drei

Eigenschaften:

—Die Knotenmenge ist linear geordnet.

—Die Kinder eines inneren Knoten sind beschriftet mit:

linkes Kind, rechtes Kind.

—Fiir alle inneren Knoten v gilt:
—Fir alle Knoten u im linken Unterbaum von v gilt: u < v
—Fir alle Knoten u im rechten Unterbaum von v gilt: u > v
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

e Euler-Touren

Definition: Eine Euler-Tour in einem Graphen ist
ein Weg, der jede Kante genau einmal enthalt,
und dessen Anfangs- und Endknoten identisch
sind.

Ein Graph, der eine Euler-Tour hat, heifit
eulersch.
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Das Konigsberger Briickenproblem (Leonhard
EUEIR 707-1783))

— Kénnen wir so durch die Stadt laufen, dass wir jede
Briicke genau einmal iberqueren und wieder an
den Ausgangspunkt zuriickkehren?

P
)

A

)
o

C

T Aquivalenter Multigraph

T
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Euler-Touren
Satz (Euler): Ein zusammenhangender Graph
besitzt genau dann eine Euler-Tour, wenn alle
Knoten des Graphen geraden Grad haben.
Beweis: (=): Man geht in jeden Knoten genauso
oft hinein wie man aus ihm hinausgeht.
(& ): Annahme: Zusammenhangender Graph
G = (V,E), alle Knoten haben geraden Grad.

, Beweis durch Induktion iiber |E].
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Euler-Touren
Satz (Euler): Ein zusammenhangender Graph
besitzt genau dann eine Euler-Tour, wenn alle
Knoten des Graphen geraden Grad haben.
Beweis: (=): Man geht in jeden Knoten genauso
g oft hinein wie man aus ihm hinausgeht.

(< ): Annahme: Zusammenhangender Graph
G = (V, E), alle Knoten haben geraden Grad.

. Beweis durch Induktion Gber |E|.
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Euler-Touren

Entferne aus G alle Kanten aus I/ Die Knoten des
entstehenden Graphen G” haben immer noch geraden
Grad (man geht in jeden Knoten genauso oft hinein, wie
man aus ihm hinausgeht).

Aus der Induktionsannahme folgt: jede

1 Zusammenhingskomponente von G'hat eine Euler-Tour.

Wir bilden eine Euler-Tour von G wie folgt: wenn W zum
ersten Mal eine Komponente von G’ besucht, dann
flgen wir W eine Euler-Tour der Komponente hinzu.

o —
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Euler-Touren
Basis: |E| = 0. Dann |V| = {v} und der Weg (v) ist
eine Euler-Tour.
Schritt: |[E| > 0. Ausgehend von einen beliebigen
Knoten v, wdhle einen maximalen Weg W von
Kanten, der jede Kante héchstens einmal besucht.

W

W endet wieder in v (sonst gibt es wegen des
geraden Grads immer eine unbesuchte Kante, mit
der der Weg verldngert werden kann).

@ —
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Euler-Touren a

W = (a,b,e f,a) f b
Komponenten von G':

G = ((a},0) e ¢

Gy = ({b,c,d,e, f},E3) d
Euler-Touren von G; und G3: ae

(@)

(b,c,d,e,c,f,b) f b
Euler-Tour von G :

(a,b,c,d,e,c,f,bye f,a) e c
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Hamilton-Kreise
Definition: Ein Hamilton-Kreis in einem
Graphen ist ein Kreis, der alle Knoten genau
einmal enthalt.
Ein Graph heil}t hamiltonsch, wenn er einen
Hamilton-Kreis enthalt.

o —
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Euler-Touren a
W = (a,b,e, f,a) f b
Komponenten von G':
Gi = ({a}, @) e c
G} = ({bic,d,e, f}, E,) N
Euler-Touren von Gy und G3: ;.Y',’-

(@) .

(b,c,d,e,c,f,b) [ f
Euler-Tour von G : \
(a,b,c,d,e,c,f,b,e,f, a) & c
d
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

e Euler-Touren

Definition: Eine Euler-Tour in einem Graphen ist
ein Weg, der jede Kante genau einmal enthalt,
und dessen Anfangs- und Endknoten identisch
sind.

Ein Graph, der eine Euler-Tour hat, heifit
eulersch.
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Hamilton-Kreise

Definition: Ein Hamilton-Kreis in einem
Graphen ist ein Kreis, der alle Knoten genau
einmal enthalt.

Ein Graph heiBt hamiltonsch, wenn er einen
Hamilton-Kreis enthalt.
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Hamilton-Kreise
Das Problem des Résselsprungs auf dem
Schachbrett:

— Hierbei handelt es sich um das Problem, mit einem
Springer alle Felder eines Schachbretts genau
einmal zu erreichen und wieder zum Ausgangsfeld
zuriickzukehren.

13
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

¢ Hamilton-Kreise

Das Problem des Rdsselsprungs auf dem
Schachbrett:

— Hierbei handelt es sich um das Problem, mit einem
Springer alle Felder eines Schachbretts genau

& einmal zu erreichen und wieder zum Ausgangsfeld

zurlickzukehren.

o —
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Hamilton-Kreise

Die Aufgabe, einen Hamilton-Kreis zu finden, ist
wesentlich schwerer als eine Euler-Tour zu
finden; es ist ein NP-vollstdndiges Problem.

Das systematisches Ausprobieren aller
Moglichkeiten ist flr eine grolle Anzahl von
Knoten nicht moglich, da es O(n!)
Moglichkeiten gibt.

o —
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Hamilton-Kreise
Das Problem des Résselsprungs auf dem
Schachbrett — eine von Euler gefundene
Losung.

5814360 |37|52]|41|62]35
49(46|57|42)|61)|36]53]40
44159(48|51|38|55]|34]|63
471504515633 |164|39]|54
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311 2123) 6 |19]16]27[12

8 1214 /49|10(25]|14)]17

3130 9|20| 5([28]11]26
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Hamiltonsche Graphen

Wir geben eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Hamilton-Kreises an.

Satz (Kriterium von Ore): Sei G ein
zusammenhdngender Graph mit n Knoten
(keine Mehrfachkanten). Ist die Summe des
Grades je zweier nicht-adjazenter Knoten
mindestens n, so enthalt G einen

Hamilton-Kreis.
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Kapitel IV — Graphen; Eigenschaften

* Hamiltonsche Graphen
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