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Aufgabe 2.2

Technische Universitit Miinchen (I7) Winter 2013/14 Es seien A, B, Teilmengen der Menge £2. Das Komplement beziiglich £ sei fiir X C €2 durch X := @2\ X abgekiirat.

Prof. J. Esparza / Dr. M. Luttenberger 22, Oktober 2013 Verwenden Sie

« die Aquivalenzen fiir Mengen aus der Vorlesung (Folien 24 und 29) und
X « dic in den Tutoriibungen gescigte Aquivalenz X \ ¥ = X N fir X,¥ CQ,
Diskrete Strukturen ~Aufgabenblatt 2

um die folgenden Mengendefinitionen schrittweise zu Ausdriicken der Form My U My U ... U My, umzformen, wobei M; cin
belichiger Schuitt der Mengen A, B, € und deren deren Komplementen brgl. € ist.

Beispiel: Die Menge A\ (BUC)U (BN )\ Asollte als (ANBNE)U (AN BN C) geschrieben werden, da:

Beachten Sie: Soweit nicht explizit angegeben, sind Ergebuisse stets zu begrinden!

AN(BUC)U(EBNO)Y A mit X\ ¥ =XNY
= (AnBUC)U(BNCNA) mit X UY =XNY

Hausaufgaben: Abgabe bis zum 30.10.2013 um 14:00
— (AnBnGu(BnCnA)

Lesen Sie sich bitte auf der Webpage die Besti zu den H; fgaben genau durch. ingen Sie entsprechend folgende Ausdriicke schrittweise in die geforderte Form. Vereinfachen Sie die Schuitte soweit wie
glich. Geben Sie bei jedem Schritt die verwendete Aquivalens oder Definition an — Verwendung von Kommutativitit und
Assoziativitit muss nicht angegeben werden.
Aufgabe 2.1 Bege

(a) ((Au(BUC)N(C\A).

Wir definieren die folgenden Mengen: (b) (ANBNC\(A\ B).

A= {0.40.01,({01.0. {0} {0}}
B = {{fzfr,ul} |z e AyeA}\A
C = PBUA)

Aufgabe 2.3
Bostimmen Sie dic Machtigkeit joder dicser Mengon. Fir dicse Aufgabe reicht es, die entsprochenden Zahlenwerto anzugobon.
i Iis seien u, v, 7,y belichige Mengen. Man kann dann zeipen, dass:
Hinweis: Verwenden Sie die Notation aus TA1.2, um die Definitionen #u vereinfachen.
o =wund y = v genau dann, wenn {{z}, {z, y}} = {{u}, {u,v}}

Zeigen Sie unter der Annahme x # y, dass aus {{z}, fe,y}} = {{u}, {u,v}}  wie behauptet  tatsichlich x — w und y — v

Aufgabe 2.2 folgt.

Erinnerung: Zwei Mengen A, B sind identisch (A = B) genau dann, wenn jedes Element, der einen Menge anch ¢in Element

Es seien A, B, " Teilmengen der Menge (2. Das Komplement beziiglich {2 sei fiir X C  durch X := ) X abgekiirzt.
NN g I I gl c \ X abge der jeweils anderen Menge ist.

Verwenden Sie

« die Aquivalenzen fiir Mengen aus der Vorlesung (Folien 24 und 29) und -

Zu Gbermittelnde Daten festlegen | x
el O
= 22102013

@ Firefox sendet automatisch einige Daten an Mozilla, damit die Benutzerzufriedenheit verbessert werden kann.

i@ Firefox sendet automatisch einige Daten an Mezilla, damit die Benutzerzufriedenheit verbessert werden kann. Zu ibermittelnde Daten festlegen | x
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Kapitel Il - Grundlagen; Relationen

* Eine bindre Relation R € A X A ist

— reflexivwenn firallea € A gilt: (a,a) € R

— symmetrisch wenn fir alle a, b € A gilt:
wenn (a,b) € R ,dann (b,a) € R

— asymmetrisch wenn fiir alle a, b € A gilt:
wenn (a,b) € R ,dann (b,a) € R

— antisymmetrisch wenn fir alle a, b € A gilt:
wenn (a,b) € Rund (b,a) € Rdanna=»b Tools / Tool Properties

— transitiv wenn fir alle a, b, ¢ € A gilt: bl E Z278& ~» #0OC

wenn (a,b) € Rund (b,c) € Rdann (a,c) €ER _va I U S8;§
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Eine bindre Relation R € A X A ist

— reflexivwenn fir allea € A gilt: (a,a) ER

— symmetrisch wenn fiir alle a, b € A gilt:
wenn (a,b) € R ,dann (b,a) € R

— asymmetrisch wenn fir alle @, b € A gilt:
wenn (a,b) € R ,dann (b,a) ¢ R

— antisymmetrisch wenn fir alle a, b € A gilt:
wenn (a,b) € Rund (b,a) E Rdanna =»b

— transitiv wenn fir alle a, b, c € A gilt:
wenn (a,b) € Rund (b,c) € Rdann (a,c) €R

(1,528
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

» Aquivalenzrelationen
— Ein Relation R € M x M, die reflexiv, transitiv, und
symmetrisch ist, wird Aquivalenzrelation genannt.
« Definiert die Ahnlichkeit gewisser Eigenschaften
— Die Teilmenge [a] = {b € M | (a,b) € R} der Menge M
wird Aquivalenzklasse von a der Aquivalenzrelation
genannt: Menge der Objekte, die dquivalent zu a sind.

— Die Aquivalenzklassen bilden eine Partition von M:
* Entweder [a] N [b] = @ oder [a] = [b]
* Flirallea € M gibtesbh € M mita € [b]

16
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Ordnungen
— Eine reflexive, antisymmetrische und transitive
Relation heiRt partielle Ordnung .
— Andere Namen fiir eine partielle Ordnung:
Halbordnung, partially ordered set, poset.

— Eine partielle Ordnung heif3t totale Ordnung, falls
alle Elemente miteinander vergleichbar sind, d.h fir
zwei Elemente a, b der Grundmenge ist a R b oder
b R a erfillt.

19
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Kapitel Il = Grundlagen; Relationen

* Ordnungen

— Beispiele:

Die Relation ,, <" iber den natiirlichen Zahlen ist
eine totale Ordnung.

M sei eine beliebige Menge und 2 ihre
Potenzmenge. Dann ist die Relation ,&* auf 2M
eine partielle Ordnung.

20
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Ordnungen
— Beispiele:
* Sei R ={(a,b) e NXN|bteilta}.
Die Relation R ist eine partielle Ordnung.

* M sei eine Menge von Schiilern, die eine Reihe
von Aufgaben zu l6sen haben. Fiir zwei Schiiler
x,y sei x < y definiert durch ,,y hat alle
Aufgaben, die x geldst hat, auch geldst”.

Diese Relation ist noch keine partielle Ordnung

(man nennt sie eine Quasiordnung — sie ist
reflexiv und transitiv).

W

N

21
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Urbild und Bild einer Relation
Definition:
Sei R € A X B eine binare Relation. Dann heil3t
{a € A les gibt b € B mit (a,b) € R}
das Urbild von R und
{b € A |es gibta € B mit (a,b) € R}
das Bild der Relation R.

23
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E

* Relationg .

| Current page size

Definition

Seien

Relatione|

Style

] 2 °@ b, C) € T}
das Prody ™" und T.

i Es wird of o) o]

i 2 ‘ .
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* Relationenprodukt
Definition:
SeienR€S AX BundT € B X C binare
Relationen. Dann heil3t
RoT:={(ac)eAXC(C]|
es gibt b mit (a,b) € R und (b, c) € T}
das Produkt oder Join der Relationen R und T.

Es wird oft auch als RT bezeichnet.

25
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen Kapitel Il = Grundlagen; Relationen
* Relationenprodukt * Komposition von Relationen
Das Relationenprodukt ist assoziativ und Definition:
distributiv Uber nund u. Sei R € A X A eine binare Relation. Dann heif3t
R%: = {(a,a)|a € A} (=: Id, ,ldentitit")
R™"t1:= R" o R fiirn € N,

* Beispiel:
Sei Kind die Relation {(k, v)| k ist Kind von v}
Dann bezeichnet Kind? die Enkel-Relation.

26 27

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14

Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

—— [}
—— [

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 13/14

/ Prof. Dr. J. Esparza — Institut flir Informatik, TU Minchen

“




(RN

Kapitel Il — Grundlagen; Relationen
. Kompos| N'::E [ P R < AX‘D\
Definitio] (o= RoR
SeiR C | nn heillt _
RY: 3 ‘ r ‘ i ‘ i fitat") Re AL
| Rn+1 « ) TC-'®XC'
J * Beispiel: 4 @
Sei Kind { " von v}
i Dann bej| e 0N
. 27 . .
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. Komposi N::E Bai 28 crommen Re AxA
R Definitig| (G~ ReR
RA - R ] Style .
) SeiR C | n heilst _
= Re Smm Tmm 1 . < Ax)
R? R: 3 E itat) ")
R :ﬂaﬂeﬂ Rn+1 TQ®XC
({\’ ) ) Orientation
J v * Beispiel: @ °@
e S8 Kind § T von v}
Dann bej —s e 10N
27 .
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Re AxA

Definition: RoR
Sei R € A X A eine binare Relation. Dann heif3t
R%: = {(a,a)|a € A} (=: Id, ,ldentitit") RM@
R"*1:= R" o R fiirn € N, ke
* Beispiel:
Sei Kind die Relation {(k, v)| k ist Kind von v}
Dann bezeichnet Kind? die Enkel-Relation.

* Komposition von Relationen

27
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. * Komposition von Relationen Re AxA
RA Definition: ReR
R7=R Sei R € A X A eine binare Relation. Dann heif3t
Rl-,(ia{{ 0 L (iéf-\®
Tl R”:= {(a,a)|a € A} (=: I1d, ,Identitat") k(@ i
(;qk Rn+li=Rn°RﬁiI‘nENO | €

* Beispiel:
Y Sei Kind die Relation {(k, v)| k ist Kind von v}
Dann bezeichnet Kind? die Enkel-Relation.

27
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

. . Kompos| "N von Relatinnen Re AxA
RA DefInItIO] | RoR
Rl R SeiR € ,‘# privimare [Refat inn heil3t A
Ra R o, ‘ ’ ‘ | editar) AB)
NGO Pt ‘ L T@,@xc_
Z N Orientation
]ﬂ(/ . BeispieI:J" )
Y Sei Kind 1von v}
i Dann bezE teEneiaReldfion.
27
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Kapitel Il = Grundlagen; Relationen

* Abschluss von Relationen
* Definition:
Sei R € A X A eine binare Relation.

Der reflexive (symmetrische, transitive)
Abschluss (auch als reflexive, symmetrische
bzw. transitive Hille bezeichnet) von R ist die
kleinste (im mengentheoretischen Sinn)
Relation, die R enthalt und reflexiv

(symmetrisch, transitiv) ist.
28
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Abschluss von Relationen

Die transitive Hulle von R wird gewdhnlich mit
R* bezeichnet.

Die reflexive transitive Hulle von R wird
gewohnlich mit R™ bezeichnet.

29
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* Transitive Hiille
Beispiele:
—SeiR={(x,y)|y=x+1undx,y € N} die
Nachfolgerelation auf den natiirlichen Zahlen. Dann
gilt R" =<undR* =<

32
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Kapitel Il = Grundlagen; Relationen

* Transitive HillevonR € A X A
Esgilt: R* = UL R;

* Transitive und reflexive Hillevon R €S A X A
Esgilt: R* = RY U ld, = UL, R;

Wir werden diese Aussagen spater in der
Vorlesung sorgfaltig beweisen.

31
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* Definition:
* Eine Relation R € A X B ist eine Funktion
von A nach B wenn es fur alle a € A genau
ein Element b € B mit a R b gibt.

* f: A—B bezeichnet, dass f eine Funktion
von A nach B ist.

Fir jedes a € A bezeichnet f(a) das einzige
Element von B mit (a,f(a)) Ef.

35
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Kapitel Il — Grundlagen; Relationen

* Definition:
Eine n-stellige Operation Gber der Menge A ist
eine Funktion von der Menge der geordneten
n-Tupel von Elementen von A auf A.
— Mengenvereinigung und Durchschnitt (U und n)

sind bindre Operationen auf der Potenzmenge einer
Menge.

37
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* Konstruktion von Funktionsoperationen

— Eine beliebige Operation e (“dot”) Giber B kann auf
Funktionen f : A — B erweitert werden.

—Seie: B X B — B eine beliebige bindre Operation.
Seien f, g: A — B Funktionen. Wir definieren
(feg): A—-B
a = f(a)eg(a)

38
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* Definition:
Eine n-stellige Operation Uber der Menge A ist
eine Funktion von der Menge der geordneten
n-Tupel von Elementen von A auf A.

— Mengenvereinigung und Durchschnitt (U und )
sind bindre Operationen auf der Potenzmenge einer

Menge. A A
1[(’“’) ?Jr\UH} F @ — A ( AT— A

37
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» Konstruktion von Funktionsoperationen
— Beispiel:
Die Addition + und die Multiplikation - iber E
werden auf Funktionen f, g: R — R erweitert:

f+9): Ro>R mit (f+g)(x) = f(x)+g(x)
(f-9): R>R mit (f-g)(x) = fx) gk)

39
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* Komposition von Funktionen:

Die Operation (“°”) setzt aus zwei Funktionen
g: A—>Bund f: B—C( eine neue Funktion
zusammen, indem f auf das Resultat von
g angewendet wird.
— Wir schreiben: (f o g): A — C definiert durch
(f e g)(a) = (f(g(a)).
—Dag(a) € B ,ist f(g(a)) definiert und Element von C.
— Der Operator o ist nicht kommutativ; im Allgemeinen
git: fog+g-of.

40
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* Bilder und Urbilder von Funktionen
—Das Urbild f~%(b) eines Elements b € B ist
definiert als
f7i(b) = {a€ Al f(a) = b}
—Fur eine Menge B' C B gilt:
f~HBY)={f'(b)I1beB}

43
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* Bilder und Urbilder von Funktionen
—f(a) wird als Bild von a unter f bezeichnet.

—Sei fiA—> Bund A’ € A. Dann ist das Bild
von A" unter f die Menge aller Bilder (unter
f) der Elemente von A":

f(A) ={f(a)la€A}

42
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* Eine Funktion f: A — B heiRt
—injektiv, wenn alle Elemente aus A

unterschiedliche Bilder haben, wenn also fir
alle b € B gilt:

Ift )] < 1.

—surjektiv, wenn jedes Element aus B ein Bild
von mindestens einem Element aus A ist,
wenn also fir alle b € B gilt:

f7 )= 1.
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* Grafische Darst. der Injektivitdt/Surjektivitat.

a @ o1 a @ [
b @& o2 b @_— ~ @ 2
c @ e3 c e e3
d e o4 d e o4
N 1 es ¢ &
a el g g @ 1 1:injektiv, —surjektiv
b °? b e °:? 2: surjektiv, —injektiv
3. —injektiv, —surjektiv

¢ L ¢ o ®3 4. Keine Funktion
d e4 d e @4 5. injektiy surjektiv
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