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Beispiel 221

Geometrische Reihe:

@

n>0

Es gilt A(z)-(1—-2)=1, da

A(2) -

Also:
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(1—2)=A(2)—z- A(2)

4.10 Erzeugende Funktionen
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Satz 222
Einige wichtige Erzeugendenfunktionen:
(1]
1
R
1—=2
n>0
(2]
S
n>0 +2
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Satz 222
Einige wichtige Erzeugendenfunktionen:
(1]
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n=>0

(a)znz (1+2)* acC
n

°
>

n=>0

(°]
Z m+n no_
=
n (1—z)mt+t
n=>0
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4.10 Erzeugende Funktionen
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Beweis:

O s.o.

Beispiel 223
Sei
A(z) = Z an - =2".m €Ny .

n>0
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Beispiel (Forts.) Beispiel (Forts.)
Damit gilt Damit gilt
2 Folie 376(6) ,, m+ny 2™ Folie 376(6) ,;, m+n n
g (M) o (M)
n>0 n>0

*

()2 ()
;(nfm) o

(#) Das Gleichheitszeichen gilt, da fiir n < m

)

ist.
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4.11 Auflésung von Rekursionsgleichungen 4.11 Auflésung von Rekursionsgleichungen
Beispiel 224 Beispiel 224

ag = 2 ag =2

Uy =2 ap_1 + 2" furallen>1 anp =2 an_1+2" firallen>1
lineare inhomogene Rekursionsgleichung 1. Ordnung lineare inhomogene Rekursionsgleichung 1. Ordnung

an:2'an71+2n

Up—1 =2 a2+ 2t | . (_2)

Uy — 2 Uy =2 Gpg —4-apg+2"—2.2771

=0=a,—4 - ap_1+4-a, 9

lineare homogene Rekursionsgleichung 2. Ordnung
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Beispiel (Forts.)

Zu dieser linearen Rekursionsgleichung

ap —4-Qp_1+4-ay,_9=0
Beispiel (Forts.)

gehdrt das folgende charakteristische Polynom:
Man zeigt auch allgemein, dass

(z—22=a?—4.244=0
ay, = (61 -n+c9) - 2" folgende Bedingung erfiillt:

ap —4an_1+4a, 5 =0 (c1,00 €C).
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Beispiel 225 Satz 226
Sei (agp, ar,az) = (0,1,2) und Sei (q1,q2, .. .,q4) eine gegebene Folge, g; € C.d > 1,¢qq # 0. Sei weiter

Gy = Qpy] — Gp—s + Ap_3 Yn >3 q(z) =1+ qz+ @22+ ..+ gt
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Satz 226 (Forts.) Satz 226 (Forts.)
Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (f,)n>0, mit Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (f,)n>0, mit
F(z)=) fa2" F(z):=3 fa2"
n>0 n>0
der zugehérigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent: der zugehérigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent:
@ Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion) © Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)
(Vn € No) {fmd a1 fata1t @ fora—2 .ot @i fn=0 (¥n € Ny) [fn+d t a1 fata-1t @ fora2t .t aa- fo = 0]
@ Erzeugende Funktion:
p(2)
F(z)=
=0

fiir ein Polynom p(z) vom Grad < d.
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Satz 226 (Forts.) Satz 226 (Forts.)
© Partialbruchzerlegung: Es gibt Polynome g;, deg(y;) < d; firi=1,....k, so @ Partialbruchzerlegung: Es gibt Polynome g;, deg(g;) < d; firi=1,...,k, so
dass dass
S gi?) ~ g2
F(2) = __INE F(z) = _ s
(2) ; (1 — ;2)di (2) ; (1 — ayz)di

Q@ Explizite Darstellung: Es gibt Polynome p;, deg(p;) < d;, so dass

(Vn > 0) [fn = zk:pi(n) . ain]

i=1
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Beweis: Satz 226 (Forts.)
Betrachte die komplexen Vektorrdume Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (f,)n>0, mit
Vi = {(fn)nzo : (fa)no erfiillt Eigenschaft k} F(z):= Z fn2"
n>0
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt: der zugehdrigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent:

© Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)

(¥ € No) [fota + @1+ Furas + @2 Fara-a + oot aa- fo = 0]
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Beweis: Satz 226 (Forts.)
Betrachte die komplexen Vektorrdume Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge ([5)n>0, mit
Vo = {(Fa)nz0 ¢ (fa)uso erfiillt Eigenschaft &} F(z) =) fa?"
n>0
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt: der zugehdrigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent:

@ Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)
(¥ € N0) [fura+ 1+ Fabacs + @2 Frvaz + oo da- fo = 0]

@ Erzeugende Funktion:

fiir ein Polynom p(z) vom Grad < d.
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Beweis:

Betrachte die komplexen Vektorraume Beweis (Forts.):

Vi = Vi: Sei (fa)nzo € Va. Wir wissen, d
Vi = {(fa)nz0 : (fu)nso erfiillt Eigenschaft i} o Vi =Va: Sei (fn)nzo € V. Wir wissen, dass

p(2)
F(2) = fon-2" = .
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt: (2) ; q(2)
dim(17) =d
dim(V5) = d (p hat d frei wahlbare Koeffizienten)
k
dim(V3) = Zdi = d (g hat d; frei wahlbare Koeffizienten)
i=1
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Beweis (Forts.):

o V5 = V3 Sei (f”)n>0 € V3, also
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Beweis (Forts.):

o V5 =V;: Sei (fn)n>0 € Vi, also

Zu zeigen ist, dass

Betrachte hierzu

Wir wissen, dass

k
R d;
¢"(2) =[] (= — o)
=1
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Beweis (Forts.):

Weiter gilt, dass

also
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Beweis (Forts.):

Daraus erhélt man (durch Bilden des Hauptnenners)
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k k
gi(z)- JJ(1 = ;)%
i1 =1
it
k
H(I - aiz)di
=1
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Beweis (Forts.):

Daraus erhalt man (durch Bilden des Hauptnenners)

k
Z gi(z)‘l (1—aj2)%4
F(z) = - . i _r)
H(1 — az)% “)
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o V53 =V, Sei
()0 € V.

Zu zeigen ist, dass
(fﬂ)nzo €V

Es gilt, dass

F(z)= Z (g& deg(gi(2)) < d; .

p 1—ajz)d

Aus Satz 222 (5) (Folie 376) wissen wir, dass

(L)

n>0
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e V3 =V, Sei

Zu zeigen ist, dass
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(/)50 € Va-

(fn)nzo eVi

(REN

Damit gilt, dass

(1 — a;2)d -

Diskrete| Strukturen
m (©Ernst W. Mayr

4.11 Auflésung von Rekursionsgleichungen



[=RCN

(EREN
Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):
Mit Mit
di—1 di—1
di—1 _ j _ di—1 _ j
9i(2) = gio + ginz + ...+ Gigi—12 = Z 9% 9i(2) = gio + ginzx + ...+ gigi—12 = Z 9i5%
=0 7=0
gilt: gilt:
gi(2) 3 df ditn—j-1\ .\ . gi(2) 5 dz‘l di+n—j—1\ .\ .
e Lo .z P Lo .z
(1 — az)di L Jid n—j ! (1 —az)d L Jid n—j !
n=>0 \ j=0 n>0 \ j=0
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Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):
Also gilt auch, dass Also gilt auch, dass

k d;—1 . ’I’l-|—d‘—l—l b odie1 . n+d‘_._l
:12 ;;aiJ.gi,j-( d;—ij ).Qin At -3 ZZO‘F'QLJ‘( i —J )al” o

di — 1
n>0 | i=1 j=0 v

pi(n)

pi(n)
Betrachte nun

ke
fa=12"1F(2) = Zpl(n) ca" .
i=1

Es gilt, dass deg(pi(n)) < d; — 1, und damit ist auch (fn) oo € Vi, also Vi =Vy. L
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Anwendung: Sei eine homogene Rekursion gegeben, z. B. @ Interpretiere die Gleichung aus 1. mit Hilfe von erzeugenden Funktionen. Wir wissen

Fups=Fpp +F, Fy=0.F =1 schon, dass Indexerniedrigung einer Multiplikation mit einer Potenz von z entspricht.
" " " ' Also erhalten wir:

F(z)= Z F.="

nez
= Z F,_12"+ Z F,_o2" + Z 571’12’71
nez nez nez

=2-F(2)+ 22 - F(2)+2
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© Driicke die rechte Seite als formale Reihe aus und ermittle daraus die Koeffizienten. @ Driicke die rechte Seite als formale Reihe aus und ermittle daraus die Koeffizienten.
Dies ist der schwierigste Schritt. Zunachst schreiben wir 1 — 2 — 22 in der Form Dies ist der schwierigste Schritt. Zunachst schreiben wir 1 — 2 — 22 in der Form
1—2—22=(1—-az2)(1— B2) und ermitteln dann durch Partialbruchzerlegung die 1—2—22=(1—a2)(1— B2) und ermitteln dann durch Partialbruchzerlegung die
Konstanten a und b, so dass gilt: Konstanten a und b, so dass gilt:
1 _a b 1 _a b
(1-a2)(1-p2) 1-az * 1—p82" (1—az)(1-p82) I—as 1—82
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Es gilt:
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a . b
l—az 1-p=2

n=0

n>0

( an71+bﬁn71)zn

oe
Es gilt:
(1 —az 1 — ,82)
n>0 n>0
o™ 1+b/5n 1)
nzl
und somit

Fy = aa"" ' 457!
(-l
RV 2 2 '
nachdem man die Konstanten a und b etwa aus den Gleichungen fiir Fy und F}
bestimmt hat.
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