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Problem: Bijektion i.a. zu komplex.
Definition 145
Ein w € C heiBt primitive n-te Einheitswurzel, wenn w* # 1 fiiralle k =1,....n -1
und w" =1 gilt, d.h. ord(w) =n in C* =C\ 0.
Bemerkung: Es ist w = ¢2™/™ eine primitive n-te Einheitswurzel.
Definition 146
Sei w € C eine primitive n-te Einheitswurzel, n € N. Die Abbildung
Fagw: @ cr — Cn,
a= ((107 L. 7[ln_1) — (Pa(l), Pa(w)7 RN P&(wn_l))
heiBt diskrete Fouriertransformation; wir schreiben auch kurz F fiir F, ;.
Die Fouriertransformation ist nach Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) benannt.
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Bemerkung: F is nach Lemma 144 und anschlieBender Bemerkung eine Bijektion.
Lemma 147
Seien a,b € C" so, dass auch @* b € C". Dann gilt
F(i*b) = F(@d) - F(b).
Prstrieal
(RN

.

Idee: Berechne @ + b vermége F 1 (F(@) - F(b)). Die komponentenweise Multiplikation

-

F(@) - F(b) benétigt nur O(n) Operationen.

Jedoch: F ist eine lineare Abbildung F(@) = F'a, mit F' = (wkl)gsl,%n_l. Die
Matrixmultiplikation benstigt aber {2(n?) Operationen (also keine offensichtliche
Verbesserung im Vergleich zur klassischen Polynom-Multiplikation)!
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Idee: Berechne @ b vermége F~L(F(a@) - F(b)). Die komponentenweise Multiplikation

—

F(d) - F(b) benstigt nur O(n) Operationen.
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3.5.2 Berechnung der diskreten Fouriertransformation (FFT)
Sei n = 2F eine 2er-Potenz. Zerlege d@ = (ag, .. .,a,—1) in einen
geraden Anteil dg = (ao,a2,...,an—2) und einen
ungeraden Anteil ay = (ay,as,...,a,—1)
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3.5.2 Berechnung der diskreten Fouriertransformation (FFT)

Sei n = 2* eine 2er-Potenz. Zerlege @ = (ao,...,an—1) in einen
geraden Anteil @y = (ao, a2, ....an—2) und einen
ungeraden Anteil ay = (ay,as, ..., a,_1)
Dann gilt:
Pi(z) = P;,(2°) + 2Py, (2%).
Beispiel 148

Sei @ =(1,2,4,8), also Pz(z) =1 + 2z + 42? 4 8z3. Damit ist @, = (1,4) und
du = (2,8), also
2 2
ng(x )+ x Pz, (%)
=1+ 4. (@) 22 (2" + 8- (=)")
=14+2-24+4.-2°+8.2°
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3.5 Schnelle Fouriertransformation (FFT, DFT)

Dies liefert folgenden Divide-and-Conquer-Algorithmus:
DFT(d,w)
Eingabe: @ = (ag,...,a,_1), n=2%, w

Ausgabe: F, (@) = (eq,...,en—1)

if n=1 then ey:=aqg
e

els
Gy = (a0, a9,. .., an_2)
ay = (a1,a3,...,a,_1)

(coy...ren1) :=DFT(dy,w?)
(do, ... dn_y) :==DFT(dy,w”)
for i=0 to 5|-1 do
e :=¢; +wid;
enyii=ci+ w2 tid;
endfor
endif
return(eg,...,€p—1)
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Lemma 149
Ist f%’wz(dg) = (co, . .. 7c%_l) und f%’wa(du) = (do,.. ., d%_l), so gilt
Fnw(@) = (eo,...,eq1) mit
€, = Pﬁ(wi)
2% i 2%
= Pﬁg(w. )+w Piu(w )
=¢ +w'd;

enyi = Pa(w3™)

:}%Awﬂ%+ﬂy+wgﬂfaiwﬂgﬁh

Eeit w2td;

firi=0,...,4 -1

Bem.: w? ist primitive 5-te Einheitswurzel. Natiirlich ist wir = 1.
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Satz 150

Der Algorithmus DFT berechnet F ., (@) auf Eingabe n = ok & win

T(n) = O(nlogn) Operationen.
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Satz 150
Der Algorithmus DFT berechnet F,, (@) auf Eingabe n = 2k @ win
T'(n) = O(nlogn) Operationen.

Beweis:
Aus dem Algorithmus erhalt man folgende Rekursion

T(n)=2T(n/2) +cn
mit einer Konstante ¢ > 0 und T(1) = 1. Mit n = 2" folgt

T(2F) = 27251 + en = 2(2T(2572) + en/2) + en
= . =272 + ten
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Dies liefert folgenden Divide-and-Conquer-Algorithmus:
DFT(d,w)
Eingabe: @ = (ag,...,an—1), N = 2k w

Ausgabe: Fp (@) = (eo, ..., en—1)

if n=1 then ¢p:=ap

else
dg := (ag,az, ..., an—3)
dy = (ay,as, ..., (1)

(do,-..,dn_y) :=DFT (d,,w?)
for i=0to 5 -1 do
;1= ¢+ Wid;

&

n,.
— watt
> 2
(%_H.ft,lth d;
endfor
endif
return(ep, ..., en_1)
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3.5.3 Berechnung der inversen diskreten Fouriertransformation

Satz 151
Es gilt

1
—1 _
'rn,u - E-an_l
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3.5.3 Berechnung der inversen diskreten Fouriertransformation

Satz 151
Es gilt

1
—1
}h#;: E}%M*L

Bemerkung: w ™' ist ebenso eine primitive n-te Einheitswurzel.
Zum Beweis von Satz 151 benétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 152

Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt

n—1
>t o
=0

firallek=1,...,n—1.
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3.5 Schnelle Fouriertransformation (FFT, DFT)

3.5.3 Berechnung der inversen diskreten Fouriertransformation

Satz 151
Es gilt

1
—1 _
Fow = E]:n’w—l.

Bemerkung: w™! ist ebenso eine primitive n-te Einheitswurzel.
Zum Beweis von Satz 151 bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 152
Ist w eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt

n—1 ]
W =0
j=0
firallek=1,...,n—1.
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®
Beweis:
Fir jedes a € C, a # 1, gilt E?;é al = “;__11. Speziell fiir a = w¥ ist " = W =1,
(k=1,....,n—1). |
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Beweis:
Fir jedes a € C, a # 1, gilt E?:_é al = % Speziell fir a = w* ist a" = W =1,
(k=1,....,n—1). |
Nun zum Beweis von Satz 151.
Beweis:
Sei € = Fp (@) = (eq, ..., en—_1). Wir zeigen, dass gilt:
1 -
;;FEM_I(a): a
n—1 n—1
Pg(w_k) = Z ejw_kJ = Z Pa(wj)w_kj
=0 =0
n—1n—1 n—1 n—1
S 55 DU 3 S
j=0 i=0 i=0  j=0

denn nach Lemma 152 ist E?;& w=ki = 0, falls i # k.
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3.6 Restklassen in Polynomringen Beweis:
. n—=l _j __ a"—1 H . — gk n _  kn _
3.6.1 Einfilhrung und Definitionen I(:;:r_Jeldes ! ,elglt)l # 1 git ZFD ¢ at - Speziell flira =whist a - . 0
Der lBegrlfF der R.estkla.sse stammt urspriinglich aus der Teilbarkeitslehre in Z; (Z, +.-) Nun zum Beweis von Satz 151
ist ein kommutativer Ring).
Beweis:
Sei € = F.(@) = (o, ..., en_1). Wir zeigen, dass gilt:
1 ~
E'Fn,ufl(é’) =a
n—1 n—1
PAw™) = Z ejw R = Z Pi(w? )™
j=0 =0
n—1n—1 3 ) n—1 n-1 ) )
= S 5wt =5 0 S
j=0 =0 i=0  j=0
denn nach Lemma 152 ist E;Z& w7 = 0, falls i # k.
Im Fall i = k gilt Y020 wl=Fi = n. O
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3.6 Restklassen in Polynomringen 3.6 Restklassen in Polynomringen
3.6.1 Einfilhrung und Definitionen 3.6.1 Einfiihrung und Definitionen
Der Begriff der Restklasse stammt urspriinglich aus der Teilbarkeitslehre in Z; (Z, +.-) Der Begriff der Restklasse stammt urspriinglich aus der Teilbarkeitslehre in Z; (Z, +, )
ist ein kommutativer Ring). ist ein kommutativer Ring).

Definition 153
Sei n eine fest gewdhlte ganze Zahl # 0. Fiir jedes ¢ € Z heiBt die Menge

[6]n == {m € Z : m — £ ist durch n teilbar}

die Restklasse von ¢ modulo n.
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Bemerkungen Bemerkungen

@ Fiir {,m ¢ Z gilt: Q@ Kongruenz modulo n definiert auf Z eine Aquivalenzrelation ~p: m ~op €1 <= n

m € [[], <= mmodn = {modn. teilt m — £, und [€],, ist die Aquivalenzklasse von ¢.

Gilt m € [{],,, so schreibt man auch m = fmodn oder m = £ mod n und spricht
. m kongruent ¢ modulo n*.
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Bemerkungen Bemerkungen

© Kongruenz modulo n definiert auf Z eine Aquivalenzrelation ~ni Mo U= n
teilt m — £, und [€],, ist die Aquivalenzklasse von £.

© Auf der Menge aller Restklassen [£],, kann man Addition und Multiplikation wie
folgt definieren

© Kongruenz modulo n definiert auf Z eine Aquivalenzrelation T I )
teilt m — £, und [€],, ist die Aquivalenzklasse von £.

© Auf der Menge aller Restklassen [£];, kann man Addition und Multiplikation wie
folgt definieren

o+l = 4y (o [l = [€ -], o [ = (€ 1y [ o [l 5= [€ - 0],

und erhdlt einen kommutativen Ring; er heiBt der Restklassenring Z modulo n

und wird mit Z/(n) oder Z/nZ oder Z,, bezeichnet.

und erhdlt einen kommutativen Ring; er heit der Restklassenring Z modulo n

und wird mit Z/(n) oder Z/nZ oder Z,, bezeichnet.

@ Die Abbildung (Z,+,:) = (Zn, +n,n), £ — ,Rest der Division von £ durch n" ist
ein Ringhomomorphismus.
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Restklassen kénnen auch im Polynomring K[z] (K ein Korper) gebildet werden.

Definition 154
Sei g € K|x] ein Polynom, grad(g) > 1. Fiir jedes f € K[x] heiBt die Menge

[flg :={h € K[z] : h — f ist durch g teilbar}

die Restklasse von f modulo g¢.
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