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Definition eines Tests [ | .

Wir betrachten eine Stichprobe von n unabhangigen
Stichprobenvariablen X1, ..., X,,, die dieselbe Verteilung wie die
Zufallsvariable X besitzen. Zu einem zugehorigen
Stichprobenvektor I miissen wir nun die Frage beantworten, ob wir
fiir diesen Versuchsausgang die Hypothese ,p > 1/3" annehmen

oder ablehnen.

Zu definieren ist die Menge
K := {# € R"; ¥ fithrt zur Ablehnung der Hypothese}.

K nennen wir den Ablehnungsbereich oder den kritischen Bereich
des Tests.

4. Testen von Hypothesen

4.1 Einfiihrung

Bislang haben wir versucht, Parameter von Verteilungen zu
schatzen. In der Praxis ist man jedoch oft an der eigentlichen
Kenntnis dieser Parameter gar nicht interessiert, sondern man
mochte gewisse, damit zusammenhangende Behauptungen
tiberpriifen.

Im Folgenden stellen wir die Bestandteile eines statistischen Tests
anhand eines abstrakten Beispiels vor. Wir betrachten dazu eine
Zufallsvariable X mit Pr[X = 1] =pund Pr[X =0] =1—p.
Durch einen Test soll iiberpriift werden, ob p < 1/3 oder p > 1/3
gilt.

Gewohnlich wird K konstruiert, indem man die Zufallsvariablen
X1,..., X, zu einer neuen Variablen T', der so genannten
TestgroBe, zusammenfasst. Dann unterteilt man den
Wertebereich R von 1" in mehrere Bereiche, die entweder zur
Ablehnung der Hypothese fiihren sollen oder nicht. Dabei
betrachtet man meist ein einzelnes halboffenes oder
abgeschlossenes Intervall und spricht dann von einem einseitigen
bzw. von einem zweiseitigen Test.

Die Menge K C R enthalte die Werte von T', die zur Ablehnung
der Hypothese fiithren sollen. Da wir Tests immer liber eine
TestgroBe definieren, werden wir der Einfachheit halber auch K als
Ablehnungsbereich bezeichnen. KCR entspricht direkt dem
Ablehnungbereich K = T*l(f{') C IR™, wie wir ihn oben festgelegt
haben.
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Die zu iberpriifende Hypothese bezeichnen wir mit Hy und u
sprechen deshalb auch von der Nullhypothese. Bei manchen Tests
formuliert man noch eine zweite Hypothese H, die so genannte
Alternative. Im Beispiel kdnnen wir

Hy:p>1/3und Hy : p<1/3
setzen.
Manchmal verzichtet man darauf, H; anzugeben. Dann besteht die

Alternative wie oben einfach darin, dass Hy nicht gilt. In diesem
Fall nennen wir H; triviale Alternative.

m e
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Fehler bei statistischen Tests .

Bei jedem statistischen Test kdnnen mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit falsche Schliisse gezogen werden. Dieser Fall
tritt beispielsweise ein, wenn Hy gilt, aber das Ergebnis & der
Stichprobe im Ablehnungsbereich K liegt.

Dann spricht man von einem Fehler 1. Art.

Analog erhalten wir einen Fehler 2. Art, wenn Hy nicht gilt und ¥
nicht im Ablehnungsbereich liegt.

Fehler 1. Art
Fehler 2. Art

Hy gilt, wird aber abgelehnt.
Hy gilt nicht, wird aber angenommen.
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Die zu iberpriifende Hypothese bezeichnen wir mit Hy und
sprechen deshalb auch von der Nullhypothese. Bei manchen Tests
formuliert man noch eine zweite Hypothese H1, die so genannte
Alternative. Im Beispiel kdnnen wir

Hy:p>1/3und Hy : p<1/3
setzen.
Manchmal verzichtet man darauf, H; anzugeben. Dann besteht die

Alternative wie oben einfach darin, dass Hy nicht gilt. In diesem
Fall nennen wir H; triviale Alternative.
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Ein echter, also nicht-trivialer Alternativtest ldge beispielsweise vor il
wenn wir ansetzen

H,:p>1/3und H] : p <1/6.

Beispiel 100

Wir untersuchen eine Festplatte, von der bekannt ist, dass sie zu
einer von zwei Baureihen gehort. Die mittleren Zugriffszeiten dieser
Baureihen betragen 9ms bzw. 12ms. Wir mdchten nun
herausfinden, zu welchem Typ die betrachtete Festplatte gehért,
indem wir die Zugriffszeit bei n Zugriffen bestimmen. Hier wiirde
man dann ansetzen: Hy : ;¢ < 9 und Hy := p > 12, wobei p die

mittlere Zugriffszeit bezeichnet. —
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Fiir die Beurteilung eines Tests ist es wesentlich, mit welcher
Wahrscheinlichkeit diese beiden Fehler eintreten kdnnen. Ziel ist es
natiirlich, diese Wahrscheinlichkeiten moglichst klein zu halten.
Allerdings sind die Minimierung des Fehlers 1. Art und des Fehlers
2. Art gegenldufige Ziele, so dass ein verniinftiger Ausgleich
zwischen beiden Fehlern gefunden werden muss. Wenn man
beispielsweise K = () setzt, so erhilt man Wahrscheinlichkeit Null
fiir den Fehler 1. Art, da Hy immer angenommen wird. Allerdings
tritt der Fehler 2. Art dann mit Wahrscheinlichkeit Eins ein, wenn

j Hj nicht gilt.
- (I
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Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art wird mit «
bezeichnet, und man spricht deshalb gelegentlich vom «-Fehler. o
heiBt auch Signifikanzniveau des Tests.

In der Praxis ist es (iblich, sich ein Signifikanzniveau « vorzugeben
(ubliche Werte hierfiir sind 0,05, 0,01 oder 0,001) und dann den
Test so auszulegen (also den Ablehnungsbereich K so zu
bestimmen), dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art den
Wert « besitzt.
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Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art wird mit o
bezeichnet, und man spricht eshalb gelegentlich vem a-Fehler. o
heiBt auch Signifikanzniveau des Tests.

In der Praxis ist es Ublich, sich ein Signifikanzniveau o vorzugeben
(tibliche Werte hierfiir sind 0,05, 0.01 oder 0,001) und dann den
Test so auszulegen (also den Ablehnungsberm K sozu
bestimmen), dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art den
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Konstruktion eines einfachen Tests

Wir konstruieren einen Test fiir den Parameter pginer
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X . Wir setZén

Hy 1[‘}72}?0, Hy:p <po.

— P = Po P«,lro

Als TestgroBe verwenden wir

—_—

seie NGy

T:=X1+...+ X,

——

Fiir groBere Wahrscheinlichkeiten p erwarten wir auch groBere
Werte fii Deshalb ist es sinnvoll, einen Ablehnungsbereich der
Art 1 ir T' zu wahlen, wobei k € R geeignet festzulegen
ist. Wir konstruieren hier also einen einseitigen Test, wahrend fiir
eine Nullhypothese Hy : p = py sowohl zu kleine als auch zu groBe
Werte von T zur Ablehnung von Hj fiihren sollten und somit ein

zweiseitiger Test vorzuziehen wiare.
(1128 20

D—T

T ist binomialverteilt. Da wir von einem groBen
Stichprobenumfang n ausgehen, bietet es sich an, die Verteilung
von T' nach dem Grenzwertsatz von de Moivre (siehe Korollar 82)
durch die Normalverteilung zu approximieren.

Sei T
7 —np

np(1—p)

T ist annihernd standardnormalverteilt.
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Wir berechnen fiir jeden Wert von k (K = [0, k]) das zugehérige
Signifikanzniveau « des Tests.

Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art = max Pr,[1"' € K|
pEHq

= max Prp[T" < k]
peHo

Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art = sup Pr,[T ¢ K|
peH

= sup Pr,[T > k]
pe

—

Fiir den Fehler 1. Art « erhalten wir

a = max Pr,[T < k] = Prp—, [T < k]

P2Po
- kE—np
=Prp—p, |T € —/—=
’ np(1—p)
=Pr|T <

kE — npy ~ & k — npg
npo(1 — po) npo(1 —pa) )
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Fir den Fehler 1. Art o erhalten wir

a = max Pr,[T < k] = Pry,—p,
P2Po

—

. k—n
= Prpy, |T < ——t

=Pr|T <

k —npo
npo(1 — po)

np(l —p) |

m@(

UT

IA
?:u

—C

k — npo

AV npo(l - PD)

) |

m e

Unter Verwendung der Quantile der Standardnormalverteilung
ergibt sich damit:

e Ist k so gewahlt, dass (k — npoy)/
das Signifikanzniveau gleich .

npo(l — po) = za, so ist

@ Ist das gewiinschte Signifikanzniveau « des Tests vorgegeben,
so erhdlt man den Wert k = k(n) in Abhdngigkeit vom
Umfang n der Stichprobe durch

k=24 - v/npo(l —po) + npo. (7)

jedoch den Annahmebereich und damit die Wahrscheinlichkeit fiir

i Kleinere Werte fiir k verkleinern zwar den Fehler 1. Art, vergréBern
i einen Fehler 2. Art.
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Fir den Fehler 1. Art o erhalten wir

o = max Pr,,[T < k] = Pr,—,
P2po
N b —
e |Fe ke
np(l —p) |
_pr|F < Km0

UTgk

——— | &~ ]
npo(l—po)] (

—C

v1po(1 —po)

) <&

3

Unter Verwendung der Quantile der Standardnormalverteilung
ergibt sich damit:

e Ist k so gewahlt, dass (k — npoy)/
das Signifikanzniveau gleich a.

npo(l — po) = za, so ist

@ Ist das gewiinschte Signifikanzniveau « des Tests vorgegeben,
so erhdlt man den Wert k = k(n) in Abhdngigkeit vom
Umfang n der Stichprobe durch

k=24 - v/npo(l —po) + npo. (7)

jedoch den Annahmebereich und damit die Wahrscheinlichkeit fiir

i Kleinere Werte fiir k verkleinern zwar den Fehler 1. Art, vergréBern
i einen Fehler 2. Art.
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Bei echten Alternativtests werden fiir hinreichend groBe
Stichproben und einen geeignet eingestellten Ablehnungsbereich
beide Testfehler klein.

Beispiel 101

Die Abbruchrate p der Transaktionen in einem
Online-Datenbanksystem wurde bereits frither einmal ermittelt.
Allerdings sind die entsprechenden Daten verloren gegangen und
die Entwickler erinnern sich nur noch, dass das Ergebnis entweder
p = 1/3 oder p = 1/6 lautete. Unter dieser Annahme wiirde man
den Test wie folgt ansetzen:

Hy:p>1/3, H{:p<1/6.

m e

Bei echten Alternativtests werden fiir hinreichend groBe
Stichproben und einen geeignet eingestellten Ablehnungsbereich
beide Testfehler klein.

Beispiel 101

Die Abbruchrate p der Transaktionen in einem
Online-Datenbanksystem wurde bereits frither einmal ermittelt.
Allerdings sind die entsprechenden Daten verloren gegangen und
die Entwickler erinnern sich nur noch, dass das Ergebnis entweder
p=1/3 oder p = 1/6 lautete. Unter dieser Annahme wiirde man
den Test wie folgt ansetzen:

Hy:p>1/3, Hi:p<1/6.
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Beispiel (Forts.)

Fiir den Fehler 2. Art erhdlt man nun:

Fehlerwahrsch. 2. Art = max Pr,[T" > k]
p<1/6

t—(1/6)-n
M_q)( k_(1/6) )
V(1/6) - (5/6)n
Mit den obigen Werten k = 25 und n = 100 ergibt sich mit

(150— 100
V5 -10

ein Fehler 2. Art der GréBe 0,0129, wihrend sich fiir die triviale
Alternative Hy : p < 1/3 ein Wert von etwa 0,95 ergibt.

) = ®(v5) = 0,9871

4.2 Praktische Anwendung statistischer Tests

Das im vorhergehenden Abschnitt konstruierte Testverfahren
taucht in der Literatur unter dem Namen approximativer
Binomialtest auf.

Die folgende Tabelle 1 gibt einen Uberblick iiber die Eckdaten
dieses Tests.
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Beispiel (Forts.)
Fiir den Fehler 2. Art erhdlt man nun:

Fehlerwahrsch. 2. Art = max Pr,[T > k]
p<lf6

1_®( k—(1/6) - n )
(1/6) - (5/6)n

Mit den obigen Werten k = 25 und n = 100 ergibt sich mit

150 — 100
b ——— ) = ®(V5) ~ 09871
( \/5-10> (v5) = 09871

ein Fehler 2. Art der GréfBe 0,0129, wihrend sich fiir die triviale
Alternative Hy : p < 1/3 ein Wert von etwa 0,95 ergibt.

m e
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Tabelle: Approximativer Binomialtest

Annahmen:
Xi,ooo, X, seien unabhingig und identisch verteilt mit Pr[X; = 1] = p und Pr[X; =
0] =1 — p, wobei p unbekannt sei. n sei hinreichend groB, so dass die Approximation
aus Korollar 82 brauchbare Ergebnisse liefert. -

Hypothesen:
.3) Hy:p=po gegen Hy:p#py,
b) Hy:p>py gegen Hi:p<py,
c) Ho:p<py gegen H,:p=>p.
TestgroBe:
= h — npy
npo(1—pa)’
wobei h := X1 + ... + X,, die Haufigkeit bezeichnet, mit der die Ereignisse X; = 1

aufgetreten sind.

Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:

a) |Z‘ >z a2
b) Z < za,
C) Z > 21 q-
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4.3 Allgemeines Vorgehen bei statistischen Tests

1. Schritt: Formulierung von Annahmen. Ganz ohne Annahmen kommt
man meist nicht aus. Ubliche Annahmen betreffen meist die
Verteilung der Stichprobenvariablen und deren
Unabhingigkeit.

L2, Schritt: Formulierung der Nullhypothese.
]3. Schritt: Auswahl des Testverfahrens.
id. Schritt: Durchfiihrung des Tests und Entscheidung.
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4.4 Ausgewihlte statistische Tests

4.4.1 Wie findet man das richtige Testverfahren?

Statistische Tests kann man nach mehreren Kriterien in Klassen
einteilen.

e Anzahl der beteiligten ZufallsgréBen
Sollen zwei ZufallsgroBen mit potentiell unterschiedlichen
Verteilungen verglichen werden, fiir die jeweils eine Stichprobe
erzeugt wird, (Zwei-Stichproben-Test) oder wird nur eine
einzelne ZufallsgroBe untersucht (Ein-Stichproben-Test)?
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Bei der Fragestellung

Betrdgt die mittlere Zugriffszeit auf einen
Datenbankserver im Mittel héchstens 10ms?

hat man es mit einem Ein-Stichproben-Test zu tun, wihrend die
Untersuchung der Frage

Hat Datenbankserver A eine kiirzere mittlere Zugriffszeit
als Datenbankserver B?

auf einen Zwei-Stichproben-Test fiihrt.

m e
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e Formulierung der Nullhypothese
Welche GroBe dient zur Definition der Nullhypothese? Hierbei
werden in erster Linie Tests unterschieden, die Aussagen iiber
verschiedene so genannte Lageparameter treffen, wie z.B. den
Erwartungswert oder die Varianz der zugrunde liegenden
Verteilungen.

Im Zwei-Stichproben-Fall kénnte man beispielswéise
untersuchen, ob der Erwartungswert der ZufallsgroBe A groBer
oder kleiner als bei ZufallsgréBe B ist.

Gelegentlich wird zur Formulierung der Nullhypothese auch
der so genannte Median betrachtet: Der Median einer
Verteilung entspricht dem (kleinsten) Wert = mit F'(z) = 1/2.

Neben solchen Tests auf Lageparameter gibt es z.B. auch
Tests, die auf eine vorgegebene Verteilung oder auf ein MaB
fiir die Abhdngigkeit verschiedener ZufallsgroBen testen.

[HREN

e Annahmen iiber die ZufallsgréBen
Was ist liber die Verteilung der untersuchten GroBe(n)
bekannt? Bei entsprechenden Annahmen konnte es sich z.B.
um die Art der Verteilung, den Erwartungswert oder die
Varianz handeln.
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4.4.2 Ein-Stichproben-Tests fir Lageparameter

Beim approximativen Binomialtest wird ausgenutzt, dass die
Binomialverteilung fiir groBe n nach dem Grenzwertsatz von de
Moivre (Korollar 82) gegen die Normalverteilung konvergiert. Aus
diesem Grund kann man diesen Test auch als Spezialfall eines
allgemeineren Testverfahrens ansehen, namlich des GauBtest, der
nun dargestellt wird. '
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4.4 Ausgewihlte statistische Tests

4.4.1 Wie findet man das richtige Testverfahren?

Statistische Tests kann man nach mehreren Kriterien in Klassen
einteilen.

e Anzahl der beteiligten ZufallsgréBen
Sollen zwei ZufallsgroBen mit potentiell unterschiedlichen
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erzeugt wird,((Zwei-Stichproben- i i

einzelne ZufallsgroBe untersucht (Ein-Stichproben-Test)?
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Tabelle: t-Test

Annahmen:
Xi,..., X, seien unabhingig und identisch verteilt mit X; ~ N(u, 02).
Alternativ gelte E[X;] = p und Var|X;] = o2, und n sei groB genug.
Hypothesen:
a) Ho:p=ypy gegen Hiy:p# uo,
b) Ho:p>p gegen Hi:p< g,
c) Ho:p<py gegen Hy:p> up.
TestgroBe:
X —p
T:= - 'uDﬁ.
S
Ablehnungskriterium fiir Hy bei Signifikanzniveau a:
8) ‘T‘ > t'nfl,lfnj"z’
b) T < tn—l,a-
C} T > t?i 11—

0,4 T T 7 T T
: ' £ o=l
Froin . op=5----

[N Cn=20

Dichte der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden
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4.4.4 Nicht an Lageparametern orientierte Tests

Wir betrachten in diesem Abschnitt exemplarisch den
x2-Anpassungstest. Bei einem Anpassungstest wird nicht nur der
Lageparameter einer Verteilung getestet, sondern es wird die
Verteilung als Ganzes untersucht.

Beim approximativen Binomialtest (siehe Tabelle 1) haben wir
streng genommen bereits einen Anpassungstest durchgefiihrt. Bei
der Nullhypothese Hy : p = pg wird untersucht, ob es sich bei der
betrachteten ZufallsgroBe um eine Bernoulli-verteilte
Zufallsvariable mit Parameter py handelt. Beim y2-Test gehen wir
nun einen Schritt weiter: Wir nehmen an, dass die ZufallsgréBe X
genau k verschiedene Werte annimmt. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei Wx = {1,...,k}. Die Nullhypothese lautet nun

Hy:Pr[X =i|=p; firi=1,...,k




