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Beispiel 87

Uber das Casium-Isotop *Cs ist bekannt, dass es eine mittlere
Lebensdauer von ungefihr 3,03 Jahren oder 1,55 - 10° Minuten
besitzt. Die Zufallsvariable X messe die Lebenszeit eines
bestimmten 3*Cs-Atoms. X ist exponentialverteilt mit dem

Parameter

1
— =~ 0,645-107° {J

5-106 min
Da A den Kehrwert einer Zeit als Einheit besitzt, spricht man von
der Zerfallsrate. Auch bei anderen Anwendungen ist es iiblich, A

als Rate einzufiihren.

Wegen limy, 001 — %) — ¢~ gilt daher fiir die Zufallsvariablen
Y := Xy, dass

lim Pr[Y, <t] = lim Pr[X, <t -n]
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Die Folge Y,, der (skalierten) geometrisch verteilten
Zufallsvariablen geht also fiir n — co in eine exponentialverteilte
Zufallsvariable mit Parameter A iiber.




4.4 Minimum von Exponentialverteilungen
Warten auf mehrere Ereignisse

Satz 88

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhingig und
exponentialverteilt mit den Parametern Ay, ..., \,. Dann ist auch
X :=min{Xy,..., X,,} exponentialverteilt mit dem Parameter
Al A

Beweis:
Der allgemeine Fall folgt mittels Induktion aus dem fiir n = 2. Fiir
die Verteilungsfunktion F'x gilt:
1 — Fx(t) = Pr[X > t] = Primin{ X, Xo} > ]
= Pr[Xl >t, X > t]
= Pr[Xl > ﬂ -_PT[XQ > ?f]
_ Mt g het — (At

4.4 Minimum von Exponentialverteilungen
Warten auf mehrere Ereignisse

Satz 88

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, seien unabhingig und
exponentialverteilt mit den Parametern Ay, ..., A,. Dann ist auch
X :=min{Xy,..., X, } exponentialverteilt mit dem Parameter
A+ A

Beweis:
Der allgemeine Fall folgt mittels Induktion aus dem fiir n = 2. Fiir
die Verteilungsfunktion Fx gilt: L
1— Fx(t) =Pr[X > t] = Primin{ X, Xo} > {]
= Pr[Xl >t, Xo > ﬂ
= Pr[Xl > 1‘.] . PT[XQ > t]
oMt gt ()t




Anschaulich besagt Satz 88, dass sich die Raten addieren, wenn
man auf das erste Eintreten eines Ereignisses aus mehreren
unabhdngigen Ereignissen wartet. Wenn beispielsweise ein Atom
die Zerfallsrate A besitzt, so erhalten wir bei n Atomen die
Zerfallsrate n\ (wie uns auch die Intuition sagt).

4.4 Minimum von Exponentialverteilungen
Warten auf mehrere Ereignisse

Satz 88

Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, seien unabhingig und
exponentialverteilt mit den Parametern \y,..., \,. Dann ist auch
X :=min{Xy,..., X,,} exponentialverteilt mit dem Parameter
A+ A

Beweis:

Der allgemeine Fall folgt mittels Induktion aus dem fiir n = 2. Fiir
die Verteilungsfunktion Fx gilt: [ | L B
1— Fx(t) =Pr[X > t] = Primin{ X, Xo} > {]

= Pr[Xl >t, Xo > ﬂ
= Pr[Xl > 1‘.] . PT[XQ > t]
oMt gt~ (ude)t




Poisson-Prozess

Wir hatten bei der Diskussion der geometrischen und der
Poisson-Verteilung festgestellt:

Wenn der zeitliche Abstand der Treffer geometrisch verteilt ist, so
ist ihre Anzahl in einer festen Zeitspanne binomialverteilt.

Im Grenzwert n — oo, wobei wir die Trefferwahrscheinlichkeit mit
pn = A/n ansetzen, konvergiert die Binomialverteilung gegen die
Poisson-Verteilung und die geometrische Verteilung gegen die
Exponentialverteilung. Im Grenzwert n — oo erwarten wir deshalb
die folgende Aussage: —

Wenn man Ereignisse zahlt, deren zeitlicher Abstand
exponentialverteilt ist, so ist die Anzahl dieser Ereignisse in einer
festen Zeitspanne Poisson-verteilt.

Seien T1,75 ... unabhingige exponentialverteilte Zufallsvariablen
mit Parameter A. Die Zufallsvariable T; modelliert die Zeit, die
zwischen Treffer ¢ — 1 und ¢ vergeht.

Fiir den Zeitpunkt ¢ > 0 definieren wir
X(t):=max{neN|T1+...+ T, <t}

X (t) gibt also an, wie viele Treffer sich bis zur Zeit ¢ (von Zeit
Null ab) ereignet haben. Es gilt:

_

Seien T7,T5 ... unabhingige exponentialverteilte Zufallsvariablen
mit Parameter \. Die Zufallsvariable T; modelliert die Zeit, die
zwischen Treffer ¢ — 1 und i vergeht.

Fiir den Zeitpunkt ¢ > 0 definieren wir
X(t)=max{neN|Th+...+ T, <t}

X (t) gibt also an, wie viele Treffer sich bis zur Zeit t (von Zeit
Null ab) ereignet haben. Es gilt: —

Fakt 89

Seien 11,15, ... unabhingige Zufallsvariablen und sei X (t) fiir

t > 0 wie oben definiert. Dann gilt: X (t) ist genau dann
Poisson-verteilt mit Parameter t\, wenn es sich bei T1,T5,... um
exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter \ handelt.

Zum Zufallsexperiment, das durch Ty, T5, ... definiert ist, erhalten
wir fiir jeden Wert ¢ > 0 eine Zufallsvariable X (¢). Hierbei kénnen
wir ¢ als Zeit interpretieren und X (¢) als Verhalten des
Experiments zur Zeit-¢. Eine solche Familie (X (#));~0 von
Zufallsvariablen nennt man allgemein einen stochastischen Prozess.
Der hier betrachtete Prozess, bei dem T7,T5, ... unabhingige,
exponentialverteilte Zufallsvariablen sind, heiBt Poisson-Prozess
und stellt ein fundamentales und zugleich praktisch sehr
bedeutsames Beispiel fiir einen stocEstischen Prozess dar.




Beispiel 90

Wir betrachten eine Menge von Jobs, die auf einem Prozessor
sequentiell abgearbeitet werden. Die Laufzeiten der Jobs seien
unabhiangig und exponentialverteilt mit Parameter A = 1/30[1/s].
Jeder Job bendtigt also im Mittel 30s.

GemaB Fakt 89 ist die Anzahl von Jobs, die in einer Minute
vollstandig ausgefiihrt werden, Poisson-verteilt mit Parameter
tA=60-(1/30) = 2.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Minute hdchstens ein Job
abgearbeitet wird, betragt in diesem Fall (tA = 2)

e the N 2 0,406

—

Beispiel 91

Wenn man die Wahrscheinlichkeit berechnen mochte, mit der bei
10% Wiirfen mit einem idealen Wiirfel mehr als 500500-mal eine
gerade Augenzahl fillt, so muss man eigentlich folgenden Term

auswerten: .
10 106
108y /1
T .= E - .

1=5,005-105

Dies ist numerisch kaum effizient moglich.

Die numerische Integration der Dichte ¢ der Normalverteilung ist
hingegen relativ einfach. Auch andere Approximationen der
Verteilung ®, beispielsweise durch Polynome, sind bekannt.
Entsprechende Funktionen werden in zahlreichen
Softwarebibliotheken als ,,black box" angeboten.

5. Verschiedene Approximationen der
Binomialverteilung

Sei H,, ~ Bin(n,p) eine binomialverteilte Zufallsvariable mit der

Verteilungsfunktion F,. Fiir n — oo gilt

F,(t) =Pr[H,/n < t/n]
Lo e N gtz
p(1=p)/n Vel —p)n
Wir kénnen F;, somit fiir groBe n durch ® approximieren. Diese
Approximation ist in der Praxis deshalb von Bedeutung, da die
Auswertung der Verteilungsfunktion der Binomialverteilung fiir

groBe n sehr aufwendig ist, wahrend fiir die Berechnung der
Normalverteilung effiziente numerische Methoden vorliegen.

Beispiel

Mit der Approximation durch die Normalverteilung erhalten wir

5.10% = 5-10°
Tzl@(&ma 0°— 5 0)

V2,5 - 105

5102
=1-®(——
(5-102)

=1-®(1) = 0,1573 .




Beispiel

Mit der Approximation durch die Norphalverteilung erhalten wir

5.10° — 5-10°
Tzl@(&mo 0°—5 0)

V2,5 10°

5.10%
=1-d(——
(5-102>

=1-®(1)=0,1573 .

Beispiel

Bei der Approximation der Binomialverteilung mit Hilfe von
Korollar 82 fiihrt man oft noch eine so genannte
Stetigkeitskorrektur durch. Zur Berechnung von Pr[X < z]| fir
X ~ Bin(n, p) setzt man

PriX <z|= & (

r+0,5—np
np(1 —p)

T —np

PriX <z] = )

vnp(l —p)

Beispiel 76

25.05.2012, ZDF: Die Umfragen zu diesem Politbarometer
wurden wie immer von der Mannheimer Forschungsgruppe Wahlen
durchgefiihrt. Die Interviews wurden in der Zeit vom 22. bis 24.
Mai 2012 bei 1312 zufillig ausgewahlten Wahlberechtigten
telefonisch erhoben. Die Befragung ist reprasentativ fiir die
wahlberechtigte Bevolkerung in Deutschland. Der Fehlerbereich
betrdgt bei einem Parteianteil von 40 Prozent rund +/- drei
Prozentpunkte und bei einem Parteianteil von zehn Prozent rund
t-/- zwei Prozentpunkte. Daten zur politischen Stimmung:
CDU/CSU: 38 Prozent, SPD: 34 Prozent, FDP: zwei Prozent,
Linke: vier Prozent, Griine: 14 Prozent, Piraten: sechs Prozent.

Wie werden diese Fehlerbereiche berechnet?
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Approximationen fiir die Binomialverteilung P

— o Approximation durch die Poisson-Verteilung: Bin(n, p) wird

approximiert durch Po(np). Diese Approximation funktioniert
o . : hr gut fiir|seltene Ereigni d. h. hr klei
—pe Approximation durch die Normalverteilung: Als Faustregel sagt Senr gl TUT([SeTenE ZTEIRNIoSE wenn mp senr ke

gegeniiber n ist. Als Faustregel fordert man n > 30 und
p < 0,05. —

E,(t) = ®((t — np)//p(1 — p)n) Approximation durch die Chernoff-Schranken: Bei der
Berechnung der tails der Binomialverteilung liefern diese
approximiert werden kann, wenn np > 5 und n(1 —p) > 5 gilt. Ungleichungen meist sehr gute Ergebnisse. |hre Starke liegt
darin, dass es sich bei den Schranken nicht um
Approximationen, sondern um echte Abschitzungen handelt.
Dies ist vor allem dann wichtig, wenn man nicht nur
numerische Ndherungen erhalten mochte, sondern allgemeine
Aussagen (iber die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen
beweisen mochte. .

man, dass die Verteilungsfunktion F,(t) von Bin(n, p) durch
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Kapitel 11l Induktive Statistik

1. Einfithrung

Das Ziel der induktiven Statistik besteht darin, aus gemessenen
ZufallsgroBen auf die zugrunde liegenden GesetzmiBigkeiten zu
schlieBen. Im Gegensatz dazu spricht man von deskriptiver
Statistik, wenn man sich damit beschaftigt, groBe Datenmengen
verstandlich aufzubereiten, beispielsweise durch Berechnung des
Mittelwertes oder anderer abgeleiteter GroBen.
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